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出 版 说 明 


在 近代 科技 发 展 中 ， 应 用 数学 在 国民 经 济 和 科学 研 
完 的 各 个 领域 的 作用 和 地 位 显得 日 瘟 重 要 , 世界 上 许多 发 
达 国 家 对 它 非 常 重视 , 投入 了 大 量 的 资金 和 研究 力量 。 我 
国 在 这 方面 的 研究 工作 也 已 有 一 定 的 规模 和 成 果 。 我 们 
AT ik fe RAM ARERR, AKG FHKE, ALK 
教授 的 关怀 下 , 由 谷 超 豪 教 授 为 主编 , 组织 出 版 这 套 《应 用 
数学 丛书 》。 

本 《丛书 》 的 出 版 ， 得 到 了 数学 界 的 重视 。 陈省身 教 
AR, HART BART 9628 Ti te X d. DR BRAT 
学 基金 会 对 《丛书 ?的 出 版 非常 重视 。 

为 了 反映 应 用 数学 在 各 主要 分 支 的 现代 水 平 ,特别 是 
我 国 数学 家 的 研究 成 果 ， 以 及 国外 的 最 新 进展 ， 向 读者 介 
绍 应 用 数学 的 理论 和 各 种 方法 、 数 学 模型 ，《 丛 书 ? 计 划 在 
数学 物理 ,经 济 数学 ,组 合 设 计 、 运 著 学 ,控制 理论 ,应 用 统 
计 , 通 信 理 论 , 生 物 数 学 ,几何 造型 等 应 用 分 支出 版 一 些 质 
量 较 高 的 专著 。 

我 们 项 望 《 丛 书 ? 的 出 版 , 能 为 中 国 数学 赶 超 证 界 水 平 . 
作出 一 点 贡献 。 
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内 容 简 从 


孤立 子 理 论 是 应 用 数学 和 数学 物 
理 的 一 个 重要 组 成 部 分 , 在 流体 力学 、 
等 离子 体 物理 、 非 线性 光学 、 经 典 场 
论 、 量 子 论 等 领域 有 着 广泛 的 应 用 . 近 
年 来 ， 国 际 上 对 孤立 子 的 研究 发 展 很 
快 , 很 受 重视 , 在 国内 也 已 形成 相当 强 
的 力量 ， 在 一 些 前 沿 课题 上 取得 了 槛 
大 的 进展 . 

本 书 对 孤立 子 的 若干 最 基本 概 
您 ， 如 物理 背景 、 反 散射 方法 、Biok- 
lund 变换 、 有 限 维 完全 可 积 系 、 对 称 
t, Kac-Moody 代数 、 孤 立 子 与 微分 
几何 、 非 线性 波 的 数值 研究 、 引 力 波 孤 
立 子 等 , 作 了 详细 介绍 , 并 对 问题 的 关 
键 所 在 给 以 清晰 地 阅 述 ， 列 举 了 它 的 
一 些 应 用 ， 然 后 介绍 了 该 学 科 的 某 些 
最 前 沿 研究 和 作者 研究 的 新 成 果 ， 

本 书 适 合 数学 、 物 理 等 有 关 专 业 
人 员 ， 以 及 高 等 院 校 有 关 专 业 教 师 和 
学 生 学 习 参 考 ， 


ABSTRACT 


The soliton theory is an important 
branch of applied mathematics and 
mathematical physics. |t has important 
applications in fluid mechanics, nonlinear 
optics, classica] and quantum fields 
theories etc, |t is one of the most active 
fields in science, In China several groups 
have been formed for the research in 
this field in recent years. Important 
progress has been made in some sub- 
jects. 

This book gives expository reviews 
of some basic idieas, such as physical 
backgrounds, inverse scattering, Bück- 
jund transformations, completely integ- 
rable systems of finiterdimensionaxsym- 
metry, Kac-Moody algebra, solitons and 
differential geometry, numerical analy- 
sis for nonlinear waves, and gravita- 
tional solitons. Some essential points are 
emphasized and several applications are 
sketched. Some recent developments 
together with new achievements obta- 
ined by the authors are presented. 

Tnis book has been written for 
related specialists, teachers and studen- 
ts in mathematics and physics, 
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孤立 子 理论 是 应 用 数学 和 数学 
理 的 一 个 重要 组 成 部 分 。 在 最 近 二 十 
余年 中 , 它 得 到 了 迅速 的 发 展 . 

孤立 子 往往 也 称 为 孤立 泪 。 它 是 
指 一 大 类 非 线性 偏 油分 方 理 的 许多 具 
有 特殊 性 质 的 解 ， 以 及 与 之 相应 的 物 
理 现象 .用 物理 的 语言 来 说 , 这 些 性 质 
Æ: 中 能 量 比较 集中 于 一 小 团 狭 小 的 
区 域 ， GDA Ma SHAE RH 
URL IR At EC RY fo E S IK 
复 到 原状 ) ， 可 以 说 , CT AReIE 
子 和 波 的 许多 性 能 ， 农 自然 界 有 一 定 . 
的 普遍 性 ， 许 多 学 科 领 域 ， 如 流体 力 
学 , 等 离子 体 物理 , 非 线性 光学 ,经 典 
场 论 和 量子 场 论 等 ， 都 包含 着 和 孤立 
子 理论 密切 相关 的 重要 间 题 .近年 来 ， 
人 们 也 以 更 广泛 的 意义 下 理解 孤立 予 
这 一 术语 ， 比 如 说 ， 具 性 质 O 的 一 些 
BARA HAA Moet. 

孤立 子 悍 论 的 产生 和 发 展 是 非 线 
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性 偏 微分 方程 研究 中 的 一 个 重大 事 
件 . 大 家 知道 , 对 于 数学 物理 中 的 许多 
线性 问题 , 储 里 叶 方法 是 非常 有 用 的 ， 
可 以 由 之 得 出 许多 准确 解 而 使 问题 得 
到 完善 的 解答 . 而 非 线性 偏 微分 方程 
的 难度 大 得 多 . 但 孤立 子 理 论 却 蕴藏 
着 一 系列 的 制作 准确 解 的 方法 ， 特 别 
是 其 中 的 反 散 射 方法 ， 在 一 定 程度 上 
可 以 看 成 是 非 线性 问题 的 传 里 时 方 
ik. HAM GERE ANE, SHER 
数 和 无 限 维 代数 , 微分 几何 《有限 维 和 
无 限 维 ), 代数 几何 , 拓扑 学 , 动力 系统 
以 及 计算 数学 等 数学 分 支 ， 对 孤立 子 
的 研究 都 有 重要 作用 ,. 另 一 方面 , 孤立 
子 的 研究 也 对 数学 的 各 个 分 支 产生 了 
一 定 的 影响 ， 

由 于 上 述 两 方面 的 原因 ， 和 孤立 子 
理论 受到 了 国际 上 数学 界 和 物理 学 界 
的 充分 重视 ,研究 工作 十 分 活跃, 范围 
日 趋 广 泛 , 近 十 年 来 , 每 年 都 有 专门 性 
的 国际 学 术 会 议 , 已 出 版 了 一 些 专著 ， 
此 外 还 有 多 种 会 议 记 录 和 论文 集 ， 而 
在 各 种 杂志 上 发 表 的 论文 ， 其 数量 是 
非常 大 的 ,许多 国家 , 都 投入 相当 强 的 
研究 力量 , 以 各 种 不 同 的 风格 和 和 角度， 
来 推动 这 一 理论 的 前 进 ， 利 用 它 来 解 
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决 应 用 问题 ， 

在 我 国 , 从 1974 年 开始 , 杨振宁 、 
李 政 道 、 陈 省 身 等 教授 在 回国 讲学 时 ， 
先后 向 我 们 介绍 了 孤立 子 理论 的 进 
展 , 指出 其 重要 性 . 与 此 同时 ， 中 国 科 
学 院 冯 康 教授 率先 提倡 并 组 织 力量 进 
行 研究 , 随 着 科学 工作 条 件 的 改善 , 国 
际 交流 的 开展 和 中 青年 研究 人 员 的 成 
长 ， 我 国 对 孤立 子 理 论 的 研究 也 鞍 勃 
开展 起 来 ， 形 成 了 一 支 实力 相当 强 的 
队伍 ， 在 若干 课题 上 取得 了 优秀 的 成 
^R, 在 国际 上 开始 产生 一 定 的 影响 .不 
少 单位 都 把 孤立 子 理论 列 为 重点 研究 
课题 ， 南开 大 学 数学 研究 所 理论 物理 
部 将 “可 积 系 统 的 物理 模型 ? 列 为 近期 
研究 的 主题 , 就 是 一 个 例子 . 

国内 对 孤立 子 研究 的 交流 活动 ， 
马 有 所 开展 ，1980 年 ， 在 冯 康 和 张 学 
铭 两 位 教授 的 主持 下 ， 曾 在 厦门 举行 
过 一 次 学 术 讨 论 会 . 1986 年 ， 在 上 海 
也 举行 过 一 次 小 型 讨论 会 ， 到 会 同志 
一 致 认为 ， 要 把 交流 活动 经 常 化 起 来 
并 加 以 扩大 , 大 家 认为 ， 编写 出 一 本 专 
门 著作 ， 对 和 孤立 子 理论 的 若干 最 基本 
的 方面 , 作 深入 浅 出 的 介绍 , 并 引导 有 
志 于 研究 这 一 理论 的 人 员 到 达 研 究 的 
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前 沿 ， 这 将 对 我 国 进一步 发 展 这 方面 
的 研究 有 很 大 的 好 处 , 现在 这 本 书 , 就 
是 为 了 适应 这 个 要 求 而 编写 的 、 

本 书 是 一 部 集体 的 作品 ， 其 内 容 
范围 , 读者 可 以 从 目录 中 知 其 大 概 . 需 
要 指出 的 是 ， 各 位 作者 都 在 有 关 的 方 
面 作 过 系统 的 研究 ， 都 有 各 自 的 切身 
体会 ， 大 家 都 力求 从 最 基本 的 概念 讲 . 
起 , CHAN ABH EMRE. 然后 
又 反映 和 介绍 最 前 沿 的 研究 ， 以 及 他 
们 本 人 的 新 成 果 . 大 家 希望 , 这 本 书 能 
够 起 预期 的 作用 . 

由 于 孤立 子 理论 的 内 容 日 趋 丰 
富 ， 本 书 显 然 还 不 够 涉及 它 的 一 切 重 
要 方面 , 例如 了 Riemann-Hilbert 方法 ， 
代数 几何 方法 等 ;许多 应 用 问题 , 特别 
是 它 在 各 类 技术 问题 上 的 具体 应 用 ， 
也 未 能 涉及 ， 这 是 我 们 感到 很 不 足 的 
地 方 . 由 于 各 位 作者 都 很 繁忙 , 聚会 时 
间 也 不 可 能 很 多 , 书 中 会 有 不 少 缺 点 ， 
希望 读者 提出 宝 责 的 意见 ， 
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早 在 1834 年 ， 由 英国 著名 科学 家 Scott. Russell 发 现 的 孤立 
BAR, 随 着 近代 物理 学 和 数学 的 发 展 , 近 二 十 余年 引起 人 们 极 大 
的 关注 ,对 这 一 现象 的 兴趣 与 日 俱 增 ， 现 在 , 数值 计算 和 理论 分 析 
均 已 证 明 ,一 大 批 非 线性 发 展 方程 具有 孤立 子 解 . 孤立 波 具有 非 
常 奇特 的 性 质 , 它们 在 相互 作用 中 保持 稳定 的 波形 , AKUTA 
子 碰撞 的 性 质 , Ht, Kruskal 和 Zabusky 将 其 命名 为 “孤立 子 ”， 
孤立 波 不 但 在 自然 界 中 被 观察 到 , 现在 , 一 些 孤 立波 已 能 在 实验 室 
中 产生 . | 
孤立 子 理论 与 近代 物理 息息相关 一 方面 , 这 一 理论 被 用 于 
解释 许多 物理 问题 ; 另 一 方面 , 新 的 物理 问题 的 握 出 也 促进 了 孤立 
于 理论 不 断 深 入 和 拓展 、 为 了 进一步 说 明 这 种 相互 关系 , 简要 地 
同 顾 一 下 孤立 子 理论 产生 和 发 展 的 历史 是 有 益 的 .我 们 知道 , 1894 
年 Russell 偶然 观察 到 了 一 种 奇妙 的 水 波 ，1844 年 , 他 在 < 英国 科 
学 促进 协会 第 考 履 会议 报 告 ? 这 份 材料 上 发 表 “ 论 波动 一文， 对 
此 现象 作 了 生动 的 描述 :“ 我 正在 观察 一 条 船 的 运动 , 这 条 船 被 两 
Ree, 沿 着 狭窄 的 河道 迅速 前 进 着 ， 突 然 , 船 停 了 下 来 ,河道 


2 孤立 子 理论 与 应 用 


内 被 船体 玲 动 的 水 团 并 不 停止 ， 它 们 积 紊 在 船 头 周转 激烈 地 扰动 
F, 然后 水 浪 呈 现 出 一 个 深 岗 而 平滑 、 轮廓 分 明 的 巨大 孤立 波峰 ， 
它 以 巨大 的 速度 向 前 滚动 着 ， 急 速 地 离开 了 船 头 ， 在 行进 中 它 的 
形状 和 速度 并 没有 明显 的 改变 。 我 骑 在 马上 紧 跟 着 观察 ， 它 以 每 
小 时 约 八 九 英里 @ 的 速度 滚滚 向 前 , 并 保持 长 约 三 十 英尺 、 高 约 一 
至 一 英尺 半 的 原始 形状 ， 渐 渐 地 , 它 的 高 度 下 降 了 , 当 我 跟踪 一 至 
二 英里 之 后 , 它 终 于 消失 在 透 迄 的 河道 之 中 . ”这 就 是 Russell 观察 
到 的 奇特 现象 ， 进 而 他 认为 , 这 种 孤立 波 是 流体 运动 的 一 个 稳定 
RE, 并 称 它 为 "孤立 波 ”，Russell 当时 未 能 成 功 地 证 明 并 使 物理 学 
家 信服 他 的 论断 。 此 后 ,， 有 关 孤 立波 的 问题 在 当时 许多 物理 学 家 
中 引起 了 广泛 的 争论 .直到 六 十 年 后 的 1895 E, 荷兰 著名 数学 家 
Korteweg 和 他 的 学 生 de Vries 研究 了 浅水 波 的 运动 ， 在 长 波 近 
ciel a W ADES ADES 


x -3/42 T OF 37 E gt E ) (1-1-1) 
这 里 , 7 为 波峰 高 度 ，! 为 水 深 , 9 SEIER a 0 均 为 物理 常 
数 ， 他 们 对 孤立 波 现 象 作 了 较为 完整 的 分 析 , 并 从 方程 (1-1-1) 求 
出 了 与 Russell 描述 一 致 的 ， 即 具有 形状 不 变 的 脉冲 状 的 孤立 波 
解 ， 从 而 在 理论 上 证 实 了 孤立 波 的 存在 ， 上 面 的 结果 ， 是 以 
Korteweg 指导 下 de Vries 写 的 一 篇 博士 论文 形式 发 表 的 ， 方 程 
(1-1-1), 即 著 名 的 Kd V 方程 , 就 写 在 该 文 的 第 9 页 上 ， 然 而 ,这 
种 波 是 否 稳定 ?两 个 孤立 波 磁 擅 后 能 否 变 形 ?这 些 问题 长 期 没 能 得 
到 解答 . 以 致 有 些 人 怀疑 , 既然 方程 (1-1-1) 是非 线性 食 微 分 方程 ， 
解 的 和 迭 加 原理 不 满足 ， 碰 撞 后 两 个 孤立 波 的 形状 很 可 能 会 破坏 殖 
尽 ， 持 这 种 观点 的 人 认为 这 种 波 “ 不 稳定 >”， 因 而 研究 它 没 有 什么 
物理 意义 ,于 是 ,关于 孤立 波 的 研究 乃 告 搁浅 ， 
另外 一 个 问题 是 ， 象 Russel 描述 的 这 种 孤立 波 是 否 在 流体 
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力学 以 外 的 其 他 物理 领域 中 出 现 呢 ? 在 20 世纪 初叶 , 这 也 是 使 人 
捉摸 不 定 的 问题 ， 一 直到 50 年 代 ， 由 于 著名 物理 学 家 Fermi, 
Pasta 和 Ulam 的 工作 ( 见 章 末 [入 )， 才 出 现 了 新 的 局 面 ， 他 们 将 
64 个 质点 用 非 线 性 弹簧 连接 成 一 条 非 线性 振动 纺 ， 初 始 时 ,这些 
谐振 子 的 所 有 能 量 都 集中 在 一 个 质点 上 , 即 其 他 63 个 质点 的 初始 
能 量 为 零 . . 按照 经 典 的 理论 ,只 要 非 线 性 效应 存在 , 就 会 有 能 量 均 
分 , SAB BABB, 即 任何 微弱 的 非 线性 相互 作用 , 可 导致 
系统 的 非 平 衡 状 态 向 平衡 状态 过 滤 ， 但 实际 计算 的 结果 却 使 他 们 
大 吃 一 惊 : 原来 , 能 量 达到 平衡 的 概念 是 错误 的 ， 实际 上 , 经 过 相 
当 长 时 间 以 后 ,几乎 全 部 能 量 又 夯 到 了 原来 的 初始 分 布 ， 这 就 是 
著名 的 FPU 问题 ， 当 时, 由 于 只 在 频率 空间 来 考虑 , 未 能 发 现 孤 
立波 解 , 所 以 该 问题 未 能 得 到 正确 的 解释 ， 该 文 在 Fermi 生前 也 
没有 发 表 ， 后 来 , 人 们 发 现 , 可 以 把 晶 水 看 成 具有 质量 的 弹 微 拉 成 
的 链条 , 这 恰好 是 Fermi 所 研究 的 情况 ，Todsa 研 究 了 六 种 模式 的 
非 线性 振动 , 果然 得 到 了 诉 了 江波 解 , 使 FPU 问题 得 到 了 正确 的 解 
B, 从 而 进一步 激 起 了 人 们 对 孤立 波 研 究 扣 兴 惑 ， 

随后 , 1962 年 Perring 和 Skyrme 证 究 基本 粒子 模 理 时 , 对 
sine-Gordon 方程 作 了 数值 解 ， 他 们 的 结果 表明 ， 这 个 方程 产生 
的 孤立 波 也 不 散 开 ， 即 使 碰 擅 后 王 个 弧 立 波 也 仍 保持 着 香 有 的 形 
状 和 速度 . 
. ”1965 年 , 美国 著名 物理 学 家 、 美 国 科学 院 院 士 Kruskal 和 物 
理学 家 Zabusky 用 数值 模拟 方法 详细 地 考察 和 分 析 了 等 离子 体 
中 孤立 波 碰撞 的 非 线 性 相互 作用 过 程 ， 得 到 了 比较 完整 和 让 富 的 
-结果 ,并 进一步 证 实 了 这 类 孤立 波 相 互 作用 后 不 改变 波形 的 论断 
他 们 的 结果 使 人 们 感到 惊喜 . 上 面 已 经 提 到 ,由 于 这 种 孤立 波 具 
:有 类 似 于 粒子 磁 描 后 不 变 的 性 质 , 他 们 命名 这 种 孤立 波 为 孤立 子 . 

Kruskal 和 Zabusky 的 这 项 研究 工作 ， 是 孤立 子 理论 发 展 由 
中 的 一 个 重要 里 程 碑 ， 他 们 引入 “孤立 子 ” 概 念 ， 确 切 地 揭示 这 种 
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孤立 波 的 本 质 , 已 被 普遍 接受 ， 这 以 后 的 二 十 多 年 ,孤立 子 理论 的 
研究 工作 更 加 莲 勃 发 展 ,在 世界 范围 内 掀起 了 研究 的 热潮 , 除了 上 
述 流体 物理 .固体 物理 、 基 本 粒子 物理 、 等 离子 体 物理 等 领域 中 ,对 
孤立 子 的 研究 不 断 深 入 外 , ERROR BS BOW E 
物 物理 等 领域 中 , 也 相继 发 现 了 孤立 子 的 存在 ， 目 前 , 较为 完整 的 
”数学 和 物理 的 孤立 子 理论 已 逐步 形成 

综 上 所 述 ， 孤 立 子 理论 的 产生 和 发 展 的 确 是 与 近代 物理 密切 
相关 的 . 这 一 理论 既 包 括 了 有 关 的 数学 理论 , 也 包括 了 物理 理论 ， 
数学 的 严密 性 和 物理 学 的 启发 性 和 实用 性 两 者 相互 结合 ， 相 互 依 
f£, MABE, 相互 促进 , 使 其 显示 出 强大 的 生命 力 ， 这 也 正 是 现 
代 自 然 科 学 发 展 的 重要 特点 之 一 ， 

现代 自然 科学 发 展 的 另 一 个 特点 是 : 理论 与 实验 的 结合 . 这 一 
特点 在 孤立 子 的 研究 中 , 也 得 到 充分 体现 ， 目 前 , 孤立 子 研究 已 成 
为 许多 物理 实验 室 的 重要 课题 . 

如 前 所 述 ， 孤 立 子 的 客观 存在 早 在 上 世纪 就 为 Russall 所 发 
现 . 一 个 半 世 纪 之 后 ,本 世纪 70 年 代 初 , 物理 学 家 Ikezi, Taylor 
和 Baker 等 终于 在 水 条 实验 中 人 为 产生 并 亲眼 重 见 Russell 浅水 
iA, B] Ka v 型 孤立 波 的 传播 . 
、 ”在 激光 打靶 中 ， 人 们 也 观察 到 由 于 填 风 出 现 的 涡 旋 型 孤立 波 
的 传播 以 及 激光 光束 在 非 线性 介质 中 自 诬 优 产 生 的 孤立 子 ， 利 用 
孤立 子 理论 ， 已 成 功 地 解释 了 激光 打靶 中 产生 的 密度 坑 以 及 红外 
线 的 外 移 等 问题 、 这 些 问题 多 年 来 未 能 用 经 典 理论 给 予 满意 的 解 
*OJ. 

超 导 的 Josephson 效应 对 当代 物理 学 和 电子 技术 均 有 重要 省 
X. 在 构成 Josephson 结 的 两 块 超 导 材 料 中 , 超 导 电子 对 波 函 数 
的 位 相差 p 满足 sine-Gordon 方程 ， 采 用 带 有 Josephson 隧道 结 
分 路 的 超 导 传 输 线 ， 证 实 了 孤立 子 的 存在 ， 最近， 美国 新 泽 西 
州 荷 尔 姆 代 贝 尔 电 话 实 验 室 的 工 , F, Mollenaner, R, H. Stolen 
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MJ. Gordon 等 人 ， 在 石英 艺 光 纤 材 料 中 观察 到 了 光 脉 冲 型 孤立 
子 的 传播 ， 这 个 实验 室 , 已 开始 使 用 孤立 波 来 改进 信号 传输 系统 ， 
提高 其 传输 率 , 即 在 传播 中 使 之 具有 不 损失 波形 , 不 改变 速度 , f 
真 度 高 ,保密 性 好 等 优点 , 他 们 宣称 在 其 光纤 维 的 孤立 波 传 输 实验 
PORE TA BAR, 

总 之 ,在 实验 室 中 研究 孤立 波 , 并 将 其 研究 成 果 进 一 步 应 用 于 
TOR, 这 无 疑 会 进一步 推动 孤立 子 理论 研究 的 开展 ， 并 使 其 具有 更 
为 坚实 的 基础 ， 

数值 模拟 在 弧 立 子 研究 中 同样 起 着 很 重要 的 作用 . 例如 , 对 
F KdV TE, BRA 1895 年 已 由 Korteweg-de Vries XJ JR sr UE 
作 了 解析 处 理 ， 但 它 的 非 线 性 现象 的 丰富 内 容 却 一 无 所 知 ， 直 到 
1965 年 ，Kruskal 和 Zabusky 通过 对 调和 品格 模型 得 到 的 KdV 
方程 的 数值 计算 ， 发 现 了 孤立 子 相 互 作用 后 波形 保持 不 变 的 这 种 
极 大 稳定 性 之 后 , 人 们 才 对 孤立 子 产生 很 大 的 兴趣 和 重视 , 其 他 如 
FPU 问题 的 计算 ，Perring 和 Syryme 对 sine-Gordon 7j 程 两 个 
孤立 子 解 (kink) 的 计算 , 贝尔 实验 室 的 结果 与 J. Satsama, 
N.Yajima 等 人 数值 计算 结果 的 吻合 ，Ikezi 等 人 实验 结果 和 电子 
计算 机 计算 结果 的 一 致 ， 都 为 物理 上 分 析 狐 立 子 的 存在 性 提供 了 
重要 的 依据 . 随 着 孤立 子 间 题 研究 的 深入 和 复杂 化 , 特别 是 对 于 
多 个 孤立 子 . 拟 孤 立 子 的 相互 作用 ,以 及 多 维 孤立 子 的 存在 和 相互 
作用 这 些 问题 定性 、 定 量 的 研究 ， 数 值 计算 必 将 发 挥 愈 来 愈 重 
要 的 作用 ， 可 以 毫 不 夸张 地 说 , 对 于 激光 和 等 离子 体 物理 
中 的 孤立 子 问题 ， 数 值 计 算 已 成 为 考察 它 的 稳定 性 的 主要 工 
A. 

我们 在 这 一 章 中 将 对 水 波 和 一 类 弱 非 线性 作用 下 的 波动 问 
Bi, 激光 、 等 离子 体 物 理 、 凝 聚 态 物理 .生物 物理 等 许多 实际 物理 问 
” 题 导 出 具有 抓 立 子 的 非 线性 发 展 方程 ， 并 对 它们 产生 的 孤立 子 及 
其 相互 作用 作 一 些 简短 的 讨论 ， 
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我 们 已 经 知道 ,KdV 方程 首先 由 Korteweg-de Vries 于 1895 
年 研究 水 波 在 长 波 近似 、 小 的 但 为 有 限 的 振幅 的 假定 下 得 到 的 . 我 
们 先 从 水 波 出 发 推导 这 一 方程 ， 然 后 对 其 他 介质 在 弱 非 线性 作用 
假定 下 再 得 到 这 一 方程 . 
2.1 水 波 作用 下 的 波动 方程 
设 在 常数 重力 场 中 考虑 无 粘性 的 不 可 压缩 的 流体 (水 )， 空间 
MR RBH (21, Ta, y), 速度 u 的 分 量 为 Qu, us, v), 重力 加 速度 取 
为 y 轴 的 负 方 向 ， 于 是 有 方程 | 
Veu=0, (1-2-1) 
Get Vim - vp - gj, (1-2-2) 
现 考虑 为 无 旋 运 动 , rotu - 0, 故 存 在 速度 势 世 = Vo. di 
V e ua )- (ü-V)u—rotüxu- (u-V)u  (1-2-8) 
AIX} (1-2-2) 积分 可 得 
P-P =B) ~p- 3 (9)? gy, 


9 


Arp, BO) AER BH, po 为 任意 常数 , > 
9 -o- |Bcoat, 
u- Vp, A = -pi - 1g? - gy, (1-2-4) 


以 后 仍 记 y 23 p, Hi (1-2-1) 8 
Vu -0- V4p=0, (1-2-5) 


可 得 


设 水 的 表面 方程 为 
fn, Ta, Y, 2) —0, (1-2-6) 
在 此 表面 上 , 流体 质点 不 能 穿 过 它 , 因此 , 正 交 于 此 跑 面 的 流体 速 
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度 必 须 等 于 曲面 的 法 向 速度 , (1-2-6) 的 法 向 速度 为 
— ft 
VFithith NL 


流体 的 法 向 速度 为 
ur fat Us f es +vfy 
V fi-fÓafi' 
AFHR | 
Fit usfat af at vf, 0, (1-2-7) 


HH, 4y=n(as, a, t), f (91, Ta, y, =n (a1, Ta, 0) —yBj, 由 
(1-2-7)18 
Nt Mame ana, D. (1-2-8) 
此 外 ,在 自由 而 上 ,2p= po( 忽 略 空气 的 运动 ), 故 有 
Mt Pane t Pater =”, 
y=n(%4, va, t), (1-2-9) 
" + + lot op +90 - -0, 
HB =n, V= pea 0 一 gy， 由 固体 边界 条 件 ， 流 体 的 法 向 速度 
必须 为 零 , n Vp 0, 特别 在 底部 y= ~ho, ~), H 
Put Pohon + Perhon — C, 
如 为 水 平底 , 有 py 一 0, y= 一 +， 于 是 我 们 整个 问题 的 提 法 如 下 ， 
寻求 速度 势 p 和 表面 7, 满足 
V3p=0, (1-2-10) 


?十 ann Quas = 9y, 
lo. y= (1, 25, t), (1-2-11) 
Tent ere -gn-0, 
Ugym0, y= — he, v 0 (1-2-12y 
为 简单 起 见 , 我 们 以 下 考虑 一 维 情况 , 即 (o, t), Sy 为 
从 水 平底 测量 的 高 度 , 此 时 ,gr 一 0, y 一 0， 引 进 两 个 参量 ; 
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Hp, a 为 波 的 振幅 ， TARR., y—hetu, Sas, yh, 


t= : , =a, p= LEP , G= gho, HWE? iE, H (1-2-5), 
0 0 
(1-2-11), (1-2-12) # 
Bors+ pw=0, O<y<1+an; (1-2-13) 
9,—-0, y=; (1-2-14) 


1 
Ti APN — =z 9,70 
B y=1+on, (1-2-15) 
1 2 1 Ga 2 
739 Fy Paty 万 py=0 
设 (1-2-14)、(1-2-15) 的 形式 解 为 


_ Xi yn y en m 9] 
p= A 1) (2m) ! on™ B? > (1-2-16) 


Hh f= fole, 0. YE (L-2-16) (RA (1-215) rm $8 —3 £8 


Net 6. | Fan (ht om) nef 4,8 LEED fp Bt Jre 


+ (1Ha) fa gr(1-+0n)°feceeB+0(8") =0, 

Bp 
7i- d. om)f 3. — ls (1+ an) f ezet Fallt on) fenne le 
+o(8*) =0, (1-2-17) 
同样 ,代入 (1-2-15) 中 的 第 二 式 得 
nt fi- Lap; 一 i (1--an)?( feet Gf. fuas of 2B 

-Fo(B?) — 0, (1-2-18) 

#6 (1-2-17) $8 (1-2-18) F, 如 果 忽 略 B 的 一 阶 项 ,并 由 (1-2-18) 对 


© 求 导数 得 
l mt {A+an)wre=0, yg, (1-2-19) 
wt awWe+ Ne= O, 


如 果 保 留 B 的 一 阶 项 , RUE, 
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21 十 {(i+an)w}, 一 i Ween + O(aB, 8?) = 0, 
(1-2-20) 


Ws-t OW, + Ng — i BW + O(aB, 8*) =0, 


如 果 在 (1-2-20) 中 忽略 a, B 的 一 阶 以 上 的 项 , 则 当 w= BS, 有 同 
一 方程 nt ne = 9, Mw nf f& o, 8 展开 

w=n+ aA -+ 8B 4- O( o2 -- 82), 
AX ALB m Xp o BS SES PEDI, H (1-2-20) ni] 18. 


mnet a( Ast 23) +B ( Be- eee )-- 0 (2? 9) =0, 
MORAN 
BUS c net (n, B), HAE BPCO 6 RUSHECHEONU NE o R 
导数 ,特别 当 取 A a^, Bo nus 上 面 两 个 方程 一 致 , 有 
i-e Sperm Breast O (a? B?) =0, (1-2-21) 
此 时 QU = 于 om 十 于 Byce 十 DO(a2 十 9)， 
在 方程 (t-3-21) 中 如 忽略 二 阶 项 , 则 得 到 典型 的 Kd V 方程 


9): T Net Semel Pss 0, (1-2-22) 


如 在 (1-2-22) m » 由 于 a= 一 Ice 十 O(a, B) , 将 Ners 换 成 一 mrwt WA 
UR 3 eris 一 L Bec 70, (1-2-23) 


此 即 为 BBM 方程 

2.2 弱 非 线性 作用 下 的 波动 方程 

以 下 我 们 推导 一 类 相当 广泛 的 弱 非 线性 相互 作用 下 的 波动 广 
各 组 , 它们 可 最 局 归结 为 KdV JiR Borgers 方程 

设 有 方程 组 , 


上 
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net (nu), —0, (1-2-24) 
(nu) i+ (nu? + P),20, (1--2-25) 
P=P(f,n, u, fi, ni, ui, fiz, ny, uu, °°), (1-2-26) 
Ff, n, u, fi ni, Ui, fg, na, wu, +) =O, (1-2-27) 


其 中 ,n, w, 了 为 状态 变 元 , Un RRR RE, u 表示 质点 的 
XE BE, 6, ;分 别 胡 示 对 空间 变 元 % 和 时 间 变 元 1 的 导数 , PRE 
RRELA, u 用 及 其 导数 的 函数 ， 如 果 了 代表 参量 函数 ， 则 
Pn, u RAP RH BR, (1-2-24) YR, (1-2-25) X 3] 
量 守 恒 ， 以 下 举 几 个 例子 说 明 ， 
(D 气体 动力 学 :了 为 压力 卫 ， 
P= = (p pu), F=P—Ap’, mn=p, (1-2-28) 


其 中 o 为 密度 , OM pk AB, 


P= 4 gh — i h? (Unt Ulee tuz). (1-2-29) 
(8) 冷 的 等 离子 体 的 磁 流 体 波 ，y ARAB, P= 1 Ba 
P=B-n- (Že) =0, > (1-2-30) 


ORCI T E23] ES I ED 1 271,3 1.9 
P= 3, F=n~6'+-te=0,  (1-2-31) 
在 局 部 热力 学 平衡 的 状态 下 ,车 PLP 中 所 有 导数 消失 , 则 有 
P-P(f,n), F(f,n)-0, (1-2-32) 
此 时 由 (1-2-26) 有 
nus tH nuuzt+ Pom, Pe= A A $e 
HA 
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of 4 
消去 即 得 


3 ` - 
Wt 十 uus t — n — 0, =| P,- Y. P, j 
如 果 a? 0, 则 有 
2 (1-2-38) 
7 


Us 十 Us 十 nr, =0, 


(nu), —0, 


GL-2-33) 是 双 曲 型 方程 组 ， 其 特征 线 为 ,92 muxo, a DWE. h 
关于 均匀 态 的 小 扰动 , 即 得 波动 方程 


V; — Goes = O, 
其 中 ao 为 均匀 波 速 ,在 以 下 推导 KdV 方程 和 Burgers 方程 中 , 必 
须 考 虑 小 扰动 的 非 线性 项 的 影响 ， 即 了 , F 导数 的 效应 ， 我 们 作 
如 下 变换 : 
[em 
t= gen 
其 中 , e RAN Meat ANGI, 恒 设 s< 指数 w>0, HE; ao 表示 
某 种 波 速 , 视 为 常数 , 在 变换 (1-2-34) F, (1-2-24) , (1-2-25) y 
Ens + (u — By) Nyt nu, — 0, (1-2-35) 
Eur t (u — ag) u;-- n P, =0, (1-2-36) 
状态 变 元 人, f, u) AK e 在 平衡 态 4= (n, f, u) = (no, fo, 0) 的 
Bidet E ROT 
n nor en CO E e*n09 4... 
Jfet ef ?-r go. Urn 
wu 0-- eu? -- ehut? 4 ee. 


(1-2-84) 


P, F 也 作 展 开 
P= Pot Pal f= fo) + Panno) + Pau vo) + O(8?), 
B= Fot FO fo) Fun ng) + Fa) +O(82), 
由 于 方程 具有 Galileo 不 变性 , P, m Fum O, H 
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po = P, 六 2 十 Pin’, 


af an o 
En of ne 8 E 7 了 
因此 ,有 
(1) (1) (1) no 8 (1) 
a = Py, + AT |? no - (Ge -) p, oe TC 
o En 
一 hy = 


若 上 述 展 开 考 虑 到 二 阶 项 , 可 得 
PP = aon? + Arm? + e*7 Bui? + een, 
常数 wo A, B, C, MV ERA TAA MTR, 


空气 动力 学 


水 ix gkko — ghi 
WE Re AB Bo 1 


LEN: 


Hi (1-2-35), (1-2-36) Ig e 一 阶 项 有 

agni" —nouj?, agus? = (up, 
积分 之 并 利用 边界 条 件 ， 有 aon? mna, A (1-2-35) R (1-2- 
36), 取 二 级 近似 , 得 


n2 UM ne -- nguf? + ND — aon —0, 


Bp 
a 
nF ggf? — an + nguf? =0 
Ro 


a, = - £ _ OC 
PX ng + — Ong? +28 1 yn +e 1 Co cop 
0 No 


+H nf? + uPuf? — aguf? =0, 


Ps. USER ed 
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一 一 


由 
2 
— aus? + ES nf = e (nto + 2-5. nn), 
o . 
HH oP, uP fa — 方程 
B 


A 3 a 2) - 
nO 0 p a~], (D 
ny t ( Das t p To nin te Bay maz 


+ ott Sn 0, (1-2-37) 
Go 
EUI BH OER B<0),a=1,0=0, ijf] Burgers 
方程 ; in B= 0( 色 散 )， a=, 则 得 到 KdV 方程 


2 
以 下 我 们 讨论 KdV 方程 
Us + MU F bees — O (1-2-39) 
的 孤立 子 解 , OP Me REESE PA, 0 时 , Eu -> —u, 
g— ~w, t> t, M} (1-2-39) n AED 
Utt Us — Ueda — 0, (1-2-49) 
因此 恒 可 设 u>0, 4 us, t) -u(£), é=0—Di, D=consi, RA. 
(1-2-40), 3X] 积分 二 次 可 得 
3 u( "= u+ 3Du?+64Au+6B=f(u), (1-2-41) 
HH, A, B 为 积分 常数 。(1-2-41) 的 解 仅 当 了 >>0 时 才 可 能 是 实 
R20). dE f(u) US —T 398, 则 它 是 无 界 的 ， 现 在 我 们 设 


BH f (u) 有 三 个 实 根 , BD fu) 一 一 (w 一 01) (w 一 03) (w 一 03), 其 
中 O1<03<0Os， 由 此 推出 ， 


D= iQ Ca 05), 


A 3 a C 
n? 4- ie +3 A) nn + nff}—=0, (1-2-88) 


As y 0T Crs + C201), 
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B= 1 OCLs, 
函数 ,7 的 一 般 形式 如 图 1-1 的 曲线 4 RAR, (172-40 B E 


Æ 1-1 
WERE SE ACE RT ECT D BBB 
uuo, t) = Og-+ (Os —03) 02 


x[ / 0-0; -二 (Ci+ Ca+ O5) 外 k], (12-42) 


Bu | 
其 中 态 一 Te, RAAR (1-240) A INR 
波 (anoidal wave). Bd MO, 的 实 周期 为 36, 万 KBAR, 
Ait “cnoidal d a5 192g T, AEN Tr 
3$ k=0 时 , O, (£, 0) — cos E, 此 时 方程 (1-2-41) 具 有 振动 解 
u=0 +6 cos DEA fa -4 (Cr+0e+05)4}], | 


| (1-2-48) 
其 中 Gu O5 C, "TS C5 —C5 
? 2 "7 2 


34 k= 1 BCA, 1) =seché; 即 当 Os — O, 时 , 如 图 1-1 rp gli 
A B BIS, 此 时 有 周期 变 成 无 穷 大 , 得 到 Ka V 方程 (1-2-39) 常 见 的 
孤立 子 解 


4-8 MUSSER 15 


u=0;+ (s — 01)sech? "EA fo- 00:091. 
(1-2-44) 
Be Oi= uo, Os—0 =a, N) (1-2-44) ER 
u=u.. Ggech? [V ie 259]. q-2-45 
这 里 , uu. 表示 在 无 穷 远 处 的 均匀 态 , a 表示 孤立 子 的 振幅 ， 从 (1 
2-45) 可 以 看 出 , 这 种 孤立 波 相 对 于 均匀 态 的 速度 ,是 正比 于 振幅 


的 ,而 波 的 宽度 反比 于 振幅 的 平方 根 , RASH AK. A 
Uo =O, M1, DUM (1-2-45) nf 48 


u(a, t) = 8D sech? YD («—Dt), (1-2-46) 
如 图 1-2 Bron, 


1-2 
以 下 我 们 再 考虑 如 下 一 类 更 广泛 的 KdV 方程 
us + f (U) e = auret Puis (1-2-47) 

的 行 波 解 结构 , 其 中 Ftw) 为 已 知 实 函 数 , e BRR, 

织 们 有 如 下 的 主要 结果 

对 于 方程 (1-2~47) 的 行 波 解 。 a>0, 8 可 正 可 负 ， 当 耗 散 项 
居于 主导 地 位 时 《a 相对 于 6 较 大 时 ), 它 以 指数 形式 趋 于 零 
([£[ eo; => -Dt, 为 行 波 速度 , 且 为 常数 ); 当 色 散 项 居于 
主导 地 位 时 , CURBBABTE(lE|—> ce); 加 wa<0， 它 趟 于 不 
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稳定 的 无 界 解 . | 
BAUR, a0, 87-0 时 ， 从 行 波 解 积分 曲线 全 局 分 析 可 知 : 
(D ef 4[D—f'(0)] 8, 有 唯一 积分 曲线 连结 (0,0)， (u0), 
如 图 1-3 所 示 . 


Fy 1-3 
其 中 TEES dg gg V BOD], (BI, 
1 = gat ag VOB Ca) DI, ode 
u(é) iB 1-4 BER. 
uf) 
o t 


E 图 14 

© Q) e«4[D-f(0)]6, JBHESTE— BA th RIE M, 0) 
(ws, 0), 如 图 二 5 所 示 . 

U(E ME 1-6 所 示 。 
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«a0, 6<0 时 , 可 知 ，- 
(1) o?>48[D—f'(us)], AER REO, 0), (4, 
0), 如 图 1-7 Bion. 


Bl 1-7 


u(£) mE 1-8 Bros, 

(2) e 48LD — f" (u.)], HORT dir TE — RARE (0, 0), 
(ui, 0). WE 1-9 所 示 , 图 中 右边 基 紧 旋 线 状 的 中 心 即 为 (wz,0). 

w(#) 如 图 1-10 所 示 . 
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16) 


1-10 


83 等 离子 体 中 的 孤立 子 


从 60 年 代 末 以 来 ,已 有 很 多 文章 对 孤立 波 在 等 离子 体 中 的 传 
播 作 了 研究 .在 激光 打靶 中 ,人们 观察 到 在 临界 面 附近 形成 的 密度 
问 陷 , 由 于 志 志 出现 的 涡 旋 性 孤立 波 的 传播 , 及 激光 光 东 在 非 线性 
介质 中 自 育 焦 时 产生 的 孤立 子 ， 高 频 电 场 纵 场 产 生 的 Langmuir 
RLF, 以 及 高 频 横 场 产生 的 光 孤 立 子 等 ， 由 于 实验 技术 的 不 断 
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提高 ， 在 等 离子 体 和 激光 相互 作用 中 已 观察 到 越 来 越 多 的 很 有 意 
义 的 孤立 子 现象 ， 同时, 在 理论 研究 和 电子 计算 机 数位 模拟 中 , 也 
得 到 了 和 实验 相 一 致 的 结果 . 越 米 越 多 的 事实 表明 ,等 离子 体 中 
孤立 子 的 内 容 是 相当 丰富 的 . 在 高 维 情况 下 , 则 产生 了 孤立 子 声 
BERRAR, 这 也 是 人 们 研究 的 重要 课题 之 一 。 以 下 我 们 分 别 
研究 这 些 问题 . 

3.1 双流 体力 学 方程 组 

双流 体力 学 方程 组 是 指 电子 、 离 子 流体 力学 方程 组 ， 离子 方 
BA 


Qus ym,=0, (1-3-1) 
ES 
n, M (2 49; Vi.) = -TV n+ ne (B+ " NxB ) | 
(1-8-2) 
电子 方程 组 
Ane 5 TengigmO, (1-3-8) 


et 
Tie M (Se 4-9. VU, = — TON Ne ~ ne (E + x8) 


(1-3-4) 
Maxwell 方程 组 
188 v. È, (1-3-5) 
c ôt 
1 oF 4u,, > = 
wow VX Bettini), (1-3-8) 
V-B =0, (1-3-7) 


O RP me 分别 表示 离子 、 电 子 的 数 密度 ; 9.3. RB 
乎 .电子 区 运动 速度 ; M，m 分 别 表示 离子 、 电 子 的 质量 ;人 ,分 
HARAT, ETARE, e RRB BM, FRR, Be 


E S = =7 > y 9. 
TEREE RRE Vell tj E eb ATATEN 
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很 小 ,可 忽略 磁场 对 它 的 作用 力 , 即 在 (1-3-2) 中 取 一 一 一 à xB =0, 


又 因 我 们 考虑 问题 的 尺度 很 小 ， RA JLI is 107 sem), FA 
在 这 里 到 T, Te 为 常数 . 

如 同 通常 的 做 法 ， 可 把 等 离子 体 的 运动 分 为 低频 和 高 频 两 个 
部 分 , 离子 具 作 低频 运动 ， 把 电子 量 和 上 场 量 分 为 低频 部 分 (下 标 为 
四 和 高 频 部 分 (下 标 为 加 ,如 

m= tin, B= B+ E, B= B+ B, (1-8-8) 

引进 物理 量 对 时 间 的 平均 量 


Fe, = rl, ao ‘dt, 


则 有 FG, i D-FE 5]., 
WO pe D dp, fes 0n) 
1-6 
Mee) 
-人 fdi- fis, Ù), | 


BETE. 0 ^ f(s, D, mn iXX. 
现 对 物理 量 作 高 频 平 均 , 即 选取 频率 vo 满足 
因此 有 f(s, t) =0, 
m(m, t)=m(a, E), nS, t)=0, n, —n,—mn,. 
对 于 离子 方程 , 只 有 低频 振 范 , 取 高 频 平 均 后 元 变化 , 只 是 电 
HR EGRE TA 


9,0, (1-3-9) 
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mM (2 +V ) = TVmtneB  (1-8-10) 


对 电子 方程 取 高 频 平均 , 即 
Ou VIO, (1-3-11) 


(1-3-12) 
将 (1-3-8) 代 入 (1-38-11)、(1-8-12)， 并 利用 上 述 高 频 平均 的 
一 些 性 质 , 可 得 


+ vn + mis } =0, (1-3-13) 


0v, E = 
m (2- +0,V0;+ AZ | 
=—T inn, -lB DX P» Pax By _ XB (1-3-14) 


由 于 mn 很 小 ,7 V4 与 v1 差不多 ， M opam mò 的 项 ， 再 
B B= 0, 于 是 可 得 


T l 2m -~ -ee To 一 m0, — THs, )， 
ye m) +f (a) (1-8-15) 
— Ap = dre(n—n) +f (2), (1-3-16) 


其 中 , B= 一 4p, f (2) 292526 Eam HMM, WR 
f(z) =0, HBA (1-3-3) ~ (1-3-7) 减 去 平均 后 的 相应 方程 组 ， 
AB 2,0, 并 忽略 Ve (m9, 一 moy, maV dn — o, V9.) SO, XE 
«el 近似 下 可 得 双流 体 耦 合 方程 组 


oe +V- (nj) =0, (1-3-17) 


iw) 
i 
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nM ( oe 十 VV 3 = — TVn; + nek, (1-3-1 8) 


V. E, — Axe(n; — m), (1-3-19) 
eÉ,- —T, TA T mV, (1-8-20) 
oe +V (nj) =0, (1-8-21) 
m ats -—TN (= —eE,, (1-3-22) 
2E, -PV E, -cV(V- E) Luv. A) +o 
2b, onn, 
. (Ve - Ey) (Vim) "hr at 
ime . E, me 17 (Ts 高) — Va] mm. 
(1-3-23) 
其 中 e WHR, v=— T. - 是 电子 热 运 云 动 速度 的 平方 . 
现 设 Vn 
V E A, (1-3-24) 
于 是 (1-3-22) 可 近似 为 
9», — Vn 2 
m. --—T, n —eÈ,. (1-3-25) 


ase (30H be - c D), 则 有 估计 
| TN m/m | 2942 
TOR | cel. 
. 于 是 在 (1-3-25) 中 忽略 一 ,~ 项 ， 可 解 册 


a > EP 
he e& (zs, tee! — 
^ IMWy 


其 中 Ë = ila, Her te. e, 


+e. e, (1-3-28) 
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0. o RRM — HAS Me HEM, 
在 (1-3-20) 中 ， 

e ; 

FMF RU. 


3k (1-3-28) p, 再 设 do, 于 是 最 后 我 们 得 到 简化 的 双流 体 
方程 组 


Ai t (1-8-27) 
at 
mM (FF uz) = —T Vn Ene E, (1-3-28) 
V. B, =4ee(ni—m), (1-3-29) 
-INu o € E m 
E,= — Ser Tmut V |» (1-3-30) 


DI ov 也 +oVV. FE, 20> By, 


- dme E, (1-3-31) 


方程 组 (1-3-27) ~ (1-3-3) BPAY, BSE RARE HK 
知 函 数 向 量 5 个 :mi， n, 9, E, E, 而 方程 (包括 向 量 方程 ) 组 的 
全 数 正 好 也 是 5 个 ， 它 至 少 有 三 种 波 ,; 离子 声波 、 等 离子 体 波 和 光 
波 ， 每 一 个 波 都 有 产生 空间 凝聚 的 非 线性 项 ; 离子 声波 是 输 运 项 
vVe, 等 离子 休 波 和 光波 是 方程 (1-3-31) 的 非 线性 项 ， 三 种 
法 卫 汤 有 色 油 项 ， 离 子 声 波 是 电荷 分 离 项 了 . 蕊 ， 等 离子 体 波 是 
VE, 项 ， 兆 波 是 AVE 项。 由 于 非 线性 项 和 色散 项 相互 作用 
达到 的 某 逢 平衡 , 于 其 形成 了 声 ， 等 离子 体 、 光 孤立 子 , KENE 
组 起 号 费 们 研究 等 离子 体 孤 立 子 问题 的 出 发 点 , 以 下 分 别 讨论 之 ， 

3.9 神子 声波 孤立 于 

招 高 频 振 落 取 作 零 ,方程 组 (1-3-27) ~(1-8-31) 为 


^s 9 | y. (ngs) =0, (1-3-32) 
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nM (S 43 Vis) =-TVnm—neVp, (1-3-33) 


ôt 
Do. Vig 4re(n— n), (1-3-34) 
m= no exp (#2). MM (1-3-35) 


Job É,-0, Éj-- Vo 为 纵波 ， Xu HR, LiT, 
4 一 5 无量 岗 化 上 述 方程 组 可 得 


en, Onsv; = 9 
m A 0, u (1-3-36) 
$w yp 0 09 -3- 
ET +4; az Ass (1-3-37) 
Zp =8? =n; (1-3-38) 
& E=2~—Di, BE |s| Bf nl, 7,30, 9-0, 可 得 
m(D— vj) =D, - . (1-8-39) 
1 1 
zP- = a9, _ . (1-3-40) 
3 . 
Sero. (1-3-41) 
由 
D 
"Jp (1-8-42) 
可 得 
ap »- D _ EP 7 
dé =e IDy Ta (p), | (1-8-43) 
其 中 


G(p) = e*- DA/ D* 29 — (D?+1), (1-3-44) 
设 dD=D-—1«1, Wh (4-3-43) m 48 


i (器 ) --e*(85B—g), 


to 
C 
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p(£) =38D sech? | P(e Dt) |, — (1-8-45) 


其 中 孤立 于 波 的 峰值 是 95D, AREY. 


作 变量 交换 , ， 
£—e*(z—1), v— eH, (1-3-46) 
MA TE i 77 8H (1-3-36) | (1-3-37) (1-3-38) BH 
Qn, _ on, On, = . —-9.. 
Es get 2s 0, (1-3-47) 
Qus OU Ou OP yg 
> QE TAE BE (1-3-48) 
ur E (18-49) 
%, Vi, 9 tk e RI 


— i-r en + ea... 
Ug — EVD FY Lore 
p= ep Ot eg 9»4- eee 
RAG- -47 ) ~ (1-3-49) n] 44 


nD = 9 = gf | (1-3-50) 

| a =g GM. —m "..( 1-3-51) 

P A He om 
(1-3-51) 对 & 作 微 商 , 再 与 (1-3-52)、(1-3-53) 求 和 本 得。 ，， 
a o daso 


此 即 KdV 方程 . 
‘3.3 Langmuir 孤立 子 
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从 方程 组 (1-3-27)~ (1-3-31) BRK, RW m= n, 设 
n(x, t) =no(a)+n(a, t), 
其 中 n(x, DADE, HA RB (1-3-27), (1-3-28) & (1-3-31) 作 
线性 化 后 得 


2*1 Tenge =0, (1-3-55) 


nM .5 一 -P Nn; — TVn — E VE (1-3-56) 

2, 

E 

这 里 只 考虑 纵波 ,， 即 在 (1-3-31) 中 -eV E, + eV V-E, WE, N 
4414-3-57), ig E,— E, (1-38-55) Xf : AK, (1-3-56) 作 一 


oV? E, = - te BE, (1-8-87) 


次 散 度 运算 , 可 得 
oe - AV VÀ zv (1-8-58) 
of Vn = —uj (1-222, (1-8-59) 
其 中 cf = ane z Te w= ime SES 
E(a, 1) = e(a, um +e. e, (1-8-60) 


KP 恕 的 高 频 部 分 包含 在 因子 e 中 ，s(z, DHARRA. A 
Ki st 项 ， 可 得 


oe ome Ve le jel (1-3-61) 
— Bin, 2E iem us e, (1-8-62) 
这 就 是 著名 的 Jaxepos 方程 ， 无 量 纲 化 可 得 
Zi dn VP|e|*, (1-8-68) 
iE +4e—ne=0, (1-8-64) 


et 
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A 
e= p(x — ct) e i tieto 
n=n(s— cet), (1-3-65) 
RB p. g, 0, e 均 为 实 常 数 ,将 (1-3-65) 代 入 方程 (1-3-68) R Q- 
3-64) , 不 难得 到 它 的 孤立 子 解 


My 
e(@, t) ~ 5 wohl (a — et 
-a) he" Sam), (1-3-66) 
n(z, i) = -ia sech? Gy (a — et — zo) | 


其 中 设 9 与 (即使 w 的 系数 为 零 )， 这 里 有 4 个 参数 ，xo 代表 


t=0 时 波 包 位 置 ，g 代表 初始 位 相 ， 主 要 参数 是 加 和 o, o RM 
立 子 速度 . A G-8-60) sti, o 必须 小 于 工 即 孤 立 子 一 定 是 亚 音 


WM. UL Bem, 2C 2 pte, vor 


AARTI RE. 当 «18.8 可 作 静 态 近似 ， 从 方程 (1-3-63) 
得 


n= lel, (1-8-67) 
代入 (1-3-64), BUSA: Schrodinger 方程 
ipte i | 8 |28 — 0, (4-3-68) 


V. G. Makhenkov 等 对 ^s:&205 方程 组 初始 波 包 的 发 展 和 孤立 子 
之 间 相 互 作用 进行 了 详细 的 狐 售 计算， 得 到 了 非常 丰富 的 物理 图 
象 , 如 图 1711718 Bron, 

BH TH, Langmuir 波 孤 立 子 的 形成 及 其 相互 作用 , 一 
般 通 过 两 个 阶段 ， 第 一 个 阶段 是 与 孤立 子 间 的 相互 吸引 相 联 的 快 
BR, 性 立 子 相 互 作用 后 聚合 成 为 一 个 孤立 子 , 此 时 孤立 子 处 于 激 
发 态 中 , 或 称 处 于 非 周期 不 稳定 状态 中 ; 第 二 阶段 , 它 是 较 缓慢 的 ， 
逐渐 分 离 成 两 个 孤立 子 ， 它 们 的 形状 分 别 和 磁 氛 六 保 持 不 变 或 近 
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图 1-11 初始 波 包 形成 的 孤立 子 


o Mia 两 个 等 同 的 Langmuir 孤立 子 由 于 s KANATA — 


Wy Pe ii nn 


——— 
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SORGE, RS HAE. 
AUR UC TE DE AC i RTL TE ATE], 则 可 得 方程 组 
$2,4- V?s 4- ns =O, (1-3-69) 
De (2 -4p- Vile|£. (1-3-70) 


此 时 , BL FSD YP (Whistler Soliton), dT 7; (1-4-69) rp 
的 相互 作用 项 前 的 符号 和 2axapos 方程 的 相反 ， 这 就 导致 了 该 狐 
立 子 运动 是 超声 的 , 而 且 它 有 密度 峰 , 不 同 于 Langmuir 孤立 子 的 
密度 坑 . 对 于 哨 孤 立 子 的 形成 和 相互 作用 数值 模拟 得 到 的 结果 , 如 
图 1-19~20 BAR, 


mm - 
t —À a. 


图 1-19 超声 哨 孤立 子 的 形成 ”图 1-20 AEILQTAORIEENH 
3.4 Ls Mut GEE EMS ty Langmuir 波 和 离子 声波 
孤立 子 ) 
当 ol 时 , 即 接 近 于 声速 区 时 , 我 们 从 孤立 子 的 表达 式 (1-3- 
66) 可 看 到 等 离子 体 扰 动 密度 能量 . 白 立 子 宽度 的 倒数 等 均 趋 于 


ee tese tte net 


tete RR STE ume 
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零 ， 于 是 有 些 物理 学 家 提出 Boussinesq 方程 或 KdV 方程 来 代替 
声波 方程 , 在 这 种 情况 下 , 密度 扰动 较 自治 地 满足 方程 


Tet — Mge — B (N?) oe — Oase = | 812, (1-3-71) 
或 
tnet BR ot ornare = — lel, (1-3-72) 
XPTHP 37i UH 
$8,4- Ese —n8 — 0, - (1-83-73) 
My — tes — S naase (nS) e|, — (128-14) 


其 中 d= Le, sursis) (1-3-73), 0-3-70 的 孤立 于 解 
&, (2,1) = Atanh{B(x— vt —29) ) sech ( B(z — vt —a»)} 
(1 
x expli (3 exc — Qt —0 外 (1-3-75) 
Tu, (2, t) = 6Asech?{B (s — vt — 2o) }, 
其 中 A= 48023, A=Q a wc, 
从 守恒 量 可 找到 Langmuir 孤立 子 11ls 孤立 子 与 声 孤立 子 s 


相互 作用 过 程 的 选择 定 则 ， 
ltl +s, [+s—1+ls, 


用 计算 机 对 这 些 过 程 进行 了 详细 的 研究 ， 计 算 结 果 如 图 1-21 所 
OR. . 


有 时 也 用 IBq 方程 
t 
(o ~ i asa -ò 部 r^ lel? (1-3-76) 
来 代替 Bg 方程 (1--8-74). 
3.0 XMF 


HOLL FA D 孤立 子 是 类 似 的 , RAEE NUR I HIS oe 
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图 1-21 (a) ls 孤立 子 的 对 碰 ; 


(b) ls 孤立 子 和 压缩 。 孤立 子 的 相互 作用 
0? .28 色散 项 要 大 得 多 , 因此 光 孤 立 子 波 宽 要 宽 得 多 , 在 激光 吸 


0r?" 
收 中 的 坑 子 有 可 能 就 是 光 孤 立 子 ,和 (1-3-58)、(1-8-59) 相 对 应 的 
方程 组 为 
On 0mn E [P 


ETE t Qa? — Oa? Sx M’ 


e E FH b] 7, 
aac OSE = cu (+z. (1-3-77) 


& Ele, 1) ^ e(2, tle to, o, PARE Sulo, t) NIF 
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Pn n £€ Je? EN 
B C 7S Or Balt’ (1-3-78) 

— Qe (a9 A ' (1-8- 
Qty a ^ ag B. (1-3-79) 


它 和 3axapos 方程 的 差别 , 仅仅 在 于 把 2 MO, 因而 光 孤 立 子 的 
宽度 要 比 D 孤立 子 的 宽度 宽 7 f 
9.6 简化 双流 体 方程 组 (1-3-27) ~ (1-8-31) 的 孤立 子 
对 于 方程 组 (1-8-2) 一 (1-3-31), 现 取 各 物理 量 的 单位 为 


1 1 
3 2 
= z= -1 -| a = 
[3 A ENGE” :) Us, [v]- em ) An, 


[= T d. Und = 


[p] - Tan 一 yp)， [le |?) =4darneTs, 


设 了 一 0 二 是 方程 组 (1-3-27)~ (1-3-31) 的 无 量 网 形式 为 


A V (nj9j) — 0, (1-8-80) 

ay, - uz 

Wu — Vo, (1-3-81) 
Wp — n, n exp(p— lel?) -n (1-3-82) 

m= exp(g — |e|’), (1-3-83) 


29 00 1 We 


w, ài wi ap PV e+ esplo- jej") -1]s, 


(1-3-84) 
E,= — Vo, (1-3-85) 
| 1, E, 为 纵 场 ， 
v 


A - 5. E, AR, 
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PE 
Co 为 光速 ， 以 下 讨论 一 维 情况 51==%, 设 
elw, t) ^ (z—ct)exp( —épt--àqa), (1-8-86) 
BR n, v, 9 均 为 + 一 0t 的 函数 , 3€ (1-9-86) (RA (1-38-84), SH 
实 部 , 虚 部 分 别 为 零 , 从 (1-8-80)、(1-38-81)、(1-3-82) 和 (1-8-84) 
诸 方程 可 得 平面 孤立 波 方程 组 


Van OWL explo =y?) — EN -8- 
ae) ger [exp (pe) —1-ea M, (1-3-87) 


dg 2 — 1 -8- 
ger Teple- ^ Viti (1-3-88) 
1 a 
n = Lp (1-8-80) 
n,—exp(g —?), (1-8-90) 
其 中 
9. yg? (PY _ 2p _3- 
a= vq (2) Po, (1-3-91) 
一 -2 2. -3 
"p- (1+ Z ) (1-3-92) 


o HMR HERRER, FEE A A DECUS dE R HE TIC Gd 
9«1, p-p’ «1, BAK, v —1, Hn; Mn RF, RA pM V? X 
有 


n=1+o—W, (1-3-98) 
m, 14- 5. (1-3-94) 

FE = (HE) S 
: p-p =, (1-3-95) 


方程 (1-8-87) (忽略 =) 


ane [oxp(p—y?) —1--a]U. (1-3-96) 
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将 (1-8-95) 代 入 (1-3-96) 得 


i-es om 
其 解 为 
i — a s 2(1—c3) secha£, (1-2-98) 
A (1-3-95) f (1-3-98) 可 得 
p= —2a?c? sec h?a£. (1-3-99) 


(1-3-98), (1-3-99) BI Zé Saxapos 方程 的 孤立 子 解 , 它 和 前 面 得 到 
的 孤立 子 表 达 式 (1-3-66) 是 一 致 的 ， 从 (1-3-98)、(1-3-99) 可 看 
出 孤立 子 解 p 和 由 都 是 单 峰 对 称 的 . 

E n, M n KURATA, 适当 展开 到 高 次 项 , 也 可 得 到 p 为 对 
称 ,而 峭 为 反对 称 的 Makhanhov-Nishikawa 孤立 波 解 . 在 ehm 
附近 , Ro 和 峭 为 同 最 级 ,并 取得 二 次 项 ,这 时 有 方程 组 


ag (p+a)h, (1-3-100) 
cf -— ie p- 3 9? —J^, (1-3-101) 
其 解 为 
l i= Asecha£tha£, (1-3-102) 
p= Bsech*£ , 
其 中 


A= 6a? (40-14 i) B= —6a?, 


Ha Fo gl d P EA 
_ (1-08) PU 
de rtr. (1-8-1038) 
其 次 , HRI. OT SERA, 可 得 到 解 
p=a/20—C)sech —— £, (1-3-104) 
vy 


此 式 给 出 的 振幅 与 《1-3~98) 相间 , RATER Vy 售 、 
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对 于 (1-3-87)、(1-3-88) 数值 计算 的 结果 和 图 象 , 如 图 1-22, 23 所 
示 ， 


Atte 


W 


Æ 1-22 ik v-6, e-6 FPA 1-23 电荷 分 离 情况 下 的 孤立 
立波 示意 图 波 系 

对 方程 组 (1-3-87、88) 式 , 7 =0.5; £ ”对 方程 (1-3-87.88), c?=0.5. (1) 

部 在 下 灶 平 面 和 的 %， 其 他 的 为 Bie: (3) 第 一 个 反对 称 ; (DX 

(a) 单 峰 ; (5) 第 一 个 反对 称 ; (6) 双 峰 HEAT BR 
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多 维 孤立 波 在 一 定 条 件 下 是 存在 的 ,但 一 般 是 不 稳定 的 , 最 后 
导致 波 的 IHN, 趋 于 具有 奇 性 的 自 型 解 ， 这 种 情况 有 些 类 似 于 聚 
心 的 冲击 波 , Be aT PE AY Gudeley 自 型 解 , 

下 面 以 非 线性 Sehródinger 方程 为 例 说明 这 些 情况 ， 设 有 如 
下 形式 的 非 线性 Schridinger 方程 
. $u,4- V7u+f ((ul*)u=0, (1-4-1) 
具有 孤立 波 解 形式 

u(x, t)=h(a; ae, (1-4-2) 

其 中 O(a; 2x) RN 
V*b—AS+F(G*)h=9, (1-4-3) 
和 EE， 我 们 先 看 看 为 使 这 种 也 © 立波 解 存 在 应 满足 的 条 件 , 引入 积 


第 一 章 NMiTSsmtWm 39 


分 量 1 
SG) [leis TA) | $ Vede, 


IP) = | Pde, 1.0 =| Fn, 
其 中 Fo) = [^ fis, 
Hamiton Æ H — 2T — Is, 
作用 量 S($) = SLAG) TAN (91. 
B (7) 为 (1-4-8) 的 一 个 解 , 令 d = Z) ty 
Sa) = a7? T 6b) + + e" [AN (ch) — Pod), 
因为 d (0) Ju (124-3) 的 一 个 解 , 易 知 它 是 S (0) BY I, 
dg (90 joes (nT + Z [AN (9) — 10) =0. 
(1-4-4) 
另 一 方面 , 对 (三 全 3) 式 乘 h, 积分 之 可 得 


27 (9) =L (G) -AN (H), (1-4-5) 
Hi (1-4-4), (1-4-5) gr, JE f (6) — d. 00, 可 得 


2 


H($) -—___2— AN (d), 1-4-6 
(1+4) ($) ( ) 
2 


JoBoc—L,, MH H-2T-I 可 得 


Iz 0-23) no) 22 (9), 


其 中 
L- [oom - (o+1)Io, 


B 110, 仅 当 对 和 >0 
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oc. n>2, 
g «oo n« 2 
成 立 ， 可 以 证 明 , Ate (174-7) t JE 3E ZEE Schrodinger 方程 


bu, + V7u+ |u|?*u — 0 


(1-4-7) 


BN We FETE BY EA RT. 
WSF—-MASERED SDG, 以 下 条 件 是 孤立 波 解 存在 的 充 
AE. 
(1) 4-0, f(0) —0; 
(2) -eo«lim DES «0, (1-4-8) 
其 中 
I= n+2 n2 
nm—2 3 3 
1-0, n«2, (1-4-9) 


对 于 了 (8”) = d", o>0, 存在 唯一 的 孤立 波 解 的 条 件 是 
0<o<o0, 1<n<2, 


0co <1, 2«n«4, 
mq —2 


(1-4-10) 
0<o< am 4<n<8, 
一 般 说 来 ,这些 多 维 孤 立波 是 不 稳定 的 , 孤立 波 的 稳定 性 条 件 是 
| 0<o < EN (1-4-11) 
如 果 非 线性 项 的 增长 阶 数 满足 以 下 条 件 ， 
2< o — n2, 
2 <o<o, n«3, (1-4-12). 


则 这 种 多 维 孤 立波 解 是 不 稳定 的 ， 例如 ,对 子 如 下 的 三 维 非 线性 
Schrödinger 方程 
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buy t+ dut |u|?u x 0 
的 孤立 波 解 是 不 稳定 的 (c= 卫 ， 
定义 波 包 的 “惯性 动量 ”为 
I=N<|a—<ed|*, (1-4-18) 


其 中 <A) >= N^? [n G) ludo, N= [ju lide, trie Roa 


1-42H-3 N|U ?+ (2 | Fu dz A 


e lulas}, (1-4—14) 
KU 表示 质量 中 心 的 速度 , U- 二 2 -2P ， 如 引入 质量 中 心 的 相 
对 能 量 
2Hy=2H ~4 N|U|*, (1-4-15) 
且 设 | 


Ae [ 0-2) EF upto -n[ (ju? |u|*d2]-. 0, 


WA (14-14) 8 
1—8H,, (1-4-16) 


A=0, HF f (ul? = (ul, EXE o— 2. HEE, 由 (1-4-16) 
对 积分 二 次 ,如 0<0, 则 在 t 的 有 限时 世 内 ,了 > 0， 此 时 由 于 
整个 质量 六 ~ | jwjsaz 是 守恒 的 , 它 意味 着 质点 中 心 |u] >00, 而 其 


他 地 方 u 0, 这 种 现象 称 为 场 塌 (Collapse) 或 “blow up”, 对 于 
一 般 情况 ,4 关 0, 83 (1-4-14) XJ: t RDIR, 18 


É L4 
I=4Hot+ Bi-+o+ f E MTS di’, (1-44) 
xm =Ï |o= 4Im [E-P (u: vu) dz, 


O=I]i0= | |2|*| vo] *de 
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故 在 ASO B HS LE eR B 764 RT. 
(1) Hy<0; 
(2) H,0, B«0; (1-4-18) 
` (8) Ho>0, B« —4 A HO, 


XT fF (|u|) glu], 70, RARE T o>, AGIGE 
算 结 果 如 图 1-24, 25 所 示 ， | 


vll 


图 1-24 dene | co] St ie) Æ 1-25 位 相 p 随时 间 的 
BJ SE 发 展 变化 


RVR, CAT AAA HR HRE 


wm, 1) = FE explip(n, D], ^ — (1-4-19) 


其 中 
f =a), n= 


HON 
有 为 小 于 工 的 一 个 正 数 ， 


85 和 狐 立 子 的 相互 作用 和 tooo 的 渐 近 性 质 


孤立 子 在 非 线性 相互 作用 后 不 改变 它 原来 的 振幅 和 波形 ， 当 
oooh, 它 具 有 稳定 的 结构 , 是 孤立 子 非常 重要 的 性 质 ， 这 种 现 
象 对 于 KdV 方程 首先 为 Kruskal, Zabusky 在 数值 计算 中 发 现 ， 
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后 来 P. D. Lax 从 理论 上 给 予 严格 的 分 析 证 明 ，Lax 还 细致 地 分 
析 了 黄 个 孤立 子 非 线 性 相互 作用 的 详细 过 程 , 他 指出 ; 

(1) FEE C: 交 Cs， 第 一 个 波 高 于 (因而 也 快 于 ) 第 二 个 波 ， 
车 第 一 个 波 位 于 第 二 个 波 的 左 方 ， 则 第 一 个 波 一 定 会 赶 上 第 二 个 
波 . 在 相互 作用 时 , 大 的 波 首先 吞并 小 的 (第 二 个 ) 波 ,然后 再 吐出 . 
E, 此 时 只 有 一 个 最 大 值 (峰值 ). 

(2) ARE 01502, 此 时 大 的 波 赶 上 小 的 波 ,相互 作用 时 , 大 
的 波峰 值 下 降 , 小 的 波峰 值 上 升 ,存在 两 个 峰值 . 然后 再 交换 一 下 
这 种 过 程 ， 

当 0,:»0, 时 ,两 个 孤立 子 相互 作用 示意 图 如 图 1-26 Br. 


图 1-26 
Lax 还 分 析 了 KdV 方程 在 1-> oo 时 解 的 人 性质 ， 他 指 出 . 车 
ulo, 2) 5 KdV 方程 


us + uo Uses = 0 (1-5-1) 
的 解 ， 它 对 一 切 o, t EL, EE w= oo 处 消失 , 则 存在 离散 的 正 
3i C4, Cs, +, Or PEN u 的 特征 速度 ) 和 相位 移 OF, 使 得 


; S(£ -6j)C;, C=O), 1-5-2 
jim we, 0 - 0 C20, mu 
FOR S AR (1-5-1) B Sr T £z — Ct, 

以 下 我 们 用 两 种 不 同 的 方法 来 论证 Lax 所 得 的 结论 ， 首 先 ， 
考虑 纯 离 散 谱 的 情况 ( 即 反 射 系数 b (b, 2) =O), 此 时 我 们 可 利用 反 
散射 法 求解 N 个 孤立 子 所 得 到 的 结果 , 用 代数 分 析 手 段 来 证 明 这 
一 事实 ， 如 果 i -> 一 co 时 有 ON PAAR IEA ka he, s, by 的 孤立 
F, 则 当 too 时 KdV 方程 的 解 再 由 这 个 特征 值 的 孤立 子 所 
组 成 ,只 是 它们 的 位 相 有 了 平移 . 

事实 上 , 由 散射 反 演 法 理论 可 知 , 4 RNR D (6, 0 = 0 时 ， 
Ter5haHI--.IeBHTaE 方程 为 


x 
K (o, y, t)+ D OZ Qe t»? 
mæl 


44 xpi SH 


十 x C£ (t) e *»v [em EG, z, dz=0, 
(1-5-3) 
其 中 O4) =C,,(0) et, a= —E2, 3g Sehródinger 7j $& 
Vas — (u(0, 2) -3)b —0, —oo«cz«oo (1-5-4) 
的 离散 特征 值 ，KdV Jp fat (1-5-1) 的 解 为 | 
ulw, = -2 LK, 2, i), (1-5-5) 


如 . N ` - 
Kæ, y, 0) - — On Yn (o, De, (1-5-6) 


其 中 各 (人 纺 满 足 如 下 的 线性 代数 方程 组 


e^ kmtky ae 


n Pn (a, t) = On (&) € che , 


inte D+ Boao. t 


(m=1, 2, +, D, (1-5-7) 
gi (1-5-5) 知 ， 
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u(a, t) 2- 和 Zon (DU, (x, hema X f.G, D, 


其 中 fu (a, Ò =On(t) Yn (m, Doe. 
因此 , 为 了 求 得 lim us, t), CATH Of Gs d, 


A WRG (1-5-7) H 
- Em? z HACH t) = 一 eee 
On (t)e f m(%, t) + kak, 1, ™ 1, 2, , N. 


(1-5-8) 
上 和 式 对 > 求 导 得 
C Q) ep (a, t) T xen. 一 一 2k,C. ee" Fn, 
(1-5-9) 


为 了 考察 | 引 S oot, fao, 六 前 源 近 状态 , 取 运 动 华 标 系 
£-25— 4kit, p= 1, 2, .…, N, 
其 中 Av — RE NM p PLE FROMELEM, 482 为 它 的 运动 速度 , 于 
是 有 
On (0) e**»* = O p (0) “exp{ — 8km (2, — 52) t+ 2k, E) 
= On (£)expl — 8k, (2, — #2) t}, 
其 中 Cun 人) = On(0) e" FL (1-5-8), (1-5-9) 可 改写 为 


C, (E) mip fat S LEE =1, (5-10) 


On (Ee Seth ge Se 


== ~ ZnO m (é) g Saa kt ee (1 -9-11) 
— hls bs 0, 作 如 下 考察 : 
56.1 too 的 渐进 状态 
对 (1--5-10) 取 极限 , 可 得 
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Xu 4pbm-Lai,p-i, 


LES! bmt kn 
a S fe ai 
for È EXEC m=p, 
f»79, m=p+1, en N. 
上 式 可 简写 为 
P 
2 Er =1— C ðm fo (m=1, 2, one, n, (1-5-12) 
fa=0 (m=ptl, =, N). (1-5-13) 
类 似 有 
p f. 
名 DENS = ~—Opdnp (2b, ff, (mel, 2, =, p), 


(1-5-14) 
fn= —Anfn=0 (mpl, =, N), (1-5-15) 
E i 一 P ase f 
B, ERE K - (Te) 2, o DRA ERR PUER, 
事实 上 , 由 于 
= e 
0 detCO dei(0,0, USES 


1 N on ca 
-de( ) 26-2 E e. 
Ks t En Al, uL d , 


—Kmtkne ) 


故 有 dot ( E ir 


RI, E (1-5-12) 、(1-5-14) 可 解 出 fn, f^ 
fide, S KS -O KE f, (m=1, 2, =, p), 
(1-5-16) 
frdetK, = 一 Co 并 om (2kofot fe) (m=1, 2, =, p), 
l (1-5-17) 
其 中 Kom 为 矩阵 (下 -7 一 ) 元 的 代数 余子 式 ， 我 们 用 L ER K, 
最 后 一 行 的 元 素 都 为 1 的 矩阵 ， 令 mmp AR fn 记得 


)>0 (m, n=1, 2, =, N), Hi Gramer 法 
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f dei, 
/? — detK ,- C,detK , , 


f 20, b dosK, fy 
? debK, t O,debK, ,* 


对 (1-5-17) 求 和 ,并 将 了 ,, f£, 的 上 述 表 达 式 代入 得 
> f»detK ,= 一 XE, (2b, f, —f» 


C,detK , 1 


? p f 
EA Ce 


p ; det. K 
=E -一 f. 2 — P — 
A ORE f, serie ET 
2k deb K 。 
” detK,+C,detKy_4 


detK , 
(deiE, +0 deik Da? 


2hyOs 
dR 
det, + °° dei, E 


从 E, Hh eM — I, Be 
"n H (b. 一 iim) 
dok, = 751 detT 


naue 
FRE, 从 Ly 中 的 各 列 减 去 最 后 一 列 ,有 
Ti skn) 


detZ,— 221. — —detK,.;, 
Ii (st hn) 


GatDo f ,* 


= 一 2C, (detL,)? 


toe mel 


P? 
故 有 Um M fuo qa; 


p-1 
detK, _ H (hy — km) 
dett, I i ( ky km) 
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dotK,., 1l, bot bn) 
detL, H nme . 
meal 


再 注意 到 Oo Cy (0) 70%, EM Ee H 
ckrtp 三 一 -2 一 O5 (0) a ko- -hm fo Fn)" 
2k, m=] ipt km 
故 有 


limu= lim 2 > fu- p-1 -Ce a 
e i-o EL deno | 


€ wm § Me 十 
p P pI 
IT tke)” TD Gk) 


_ dhsOs 

HUS N2 2 -1; k 

TG) [^ ST GY 

«o: (ce N 
IE 


m=} 
= - 1980, 1] (ee ot E, T 2k,0, nce Tq 


m=1 \ Ép- Em 


= — 813 | 24,0, i (ae Fette y | 


x [14+28,0, Ti (o )] 
= — 87e?" ép) [14- gri- £p) ] -2 
= —2b;sech? [hy (£ —£,) ] 
= — 2hssech’ [kp (v — Alit — £j) ]. 
这 就 是 说 , E o= Abu: KA, CRER 252, 速度 为 A2 的 孤 
UF. 
5.9 + 一 一 o0 的 渐 近 状态 . 
由 (1-5-10) . (1-5-11) 8 
$ f» +h -1-C mfo (m=p, Ut N), 


mal km n 


mel 


第 '- 章 ”孤立 子 与 近代 物理 49 


X r , 
RE Oòh QW, 


fm= ~2kmfm=0 (m=1, 2, ++, p-1), 
如 同 t-> ce 的 讨论 一 样 ,定义 gs 为 
grt rum C O) p ( hy — hm y, 


2k, ma=1+1 kot Em 
于 是 可 得 
limu (x, t) = —2k;sech?[b, (a — 4&1 —£,)], 
fc 
相位 差 
& Ep — bm 


1 bmn—h y 
£57 PSP log xx)-Xse( b, Km ). 
我 们 也 可 用 另外 的 办 法 来 分 析 有 限 个 孤立 子 的 相互 作用 . 设 
Kav 方程 为 


Ust Ulle Mags 0, (1-5-18) 
令 u= Pe, 则 有 | 
(Pret (3 zm) + (Perea 70, 
积分 之 得 
i Pit S pE Pose, (1-5-19) 
类 似 于 Hopf-Oole HR p— i12 (log P), RAEAN- Hm HS 
并 为 
EB AF cat) eo Fal Pit FS) +3 (Pis FF) 一 0. 

, (1-5-20) 

注意 到 在 (1-5-20) 中 含有 算 子 荆 ~ -豆包 -而 
7 e 


. F =i pe 59-n0te (a, s 为 实数 ) 
为 Fit-Feee=9 ne 
的 特 解 ， 如 果 (1-5-20) 为 线性 的 ， 可 指望 对 o, s 选 加 求 和 产生 它 
的 解 ， 现 由 于 (1-5-20) 为 非 线 性 ,具有 相互 作用 项 , 我 们 可 用 通常 
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的 办 法 依 相互 作用 项 近似 展开 为 
E= i4 FPV Àj... 
AKA (1-5-20) 可 得 一 系列 方程 
LF(O 4- FID, e =0, 
{FO + F23,= —3((F2)?- FS FS), 


如 果 FY ARO, FY = fit fa, 
fire”? Tab (j= 1, 2) . 
显然 ， 这 样 选取 的 FU) 满足 第 一 个 方程 ,将 它 代 入 FO 的 方程 得 
{FP FAT 3oaa(aa 一 od)sF fa, 
可 解 出 
PFO 一 (aa 一 a4)? A fi fa. 


KATH 
使 人 感到 惊奇 的 是 了 中 一 了 9=… 0， 于 是 我 们 得 到 (1-5-20) 的 
精确 解 为 


F= 1+ fit fat et E fafa. (1-5-21) 


我 们 注意 到 在 此 表达 式 中 相互 作用 项 仅 含有 疡 fa， 而 没有 
月 月 项 ,这 个 结果 可 推广 到 太 个 亡 上 ， REDS, WEY & 


diff ek), MRA SH, PO BAAS AUAA), 而 
BUB SL Ji, f. SH, PM cfifa-fu, FE 
Palit het E aufifit 21 afifa 


To nfi fofy. 
可 以 证 朋 , F —det(Pon), Hop F mn = Son + m fm, HEREC nn) 
和 由 散射 反 演 法 求 得 的 矩阵 ` 


o 5 g^ mts 
T ( met TA 一 ) 
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Be MH, WEE N=2, u=p.-12dogh) a K F HEKA 
(1-5-19), 可 得 KdV 75 f (1-5-10) 解 的 表达 式 为 


d - (o f 44-03 fat 2 (0 — a) *f fot [Cog — 04) / (a 4-04) ]? 


12 
* (aS fi fat oi faf) / AE fat fat ((og —0)/ (os 
+o) fa fa], om 
其 中 fi=oxpi -ale s) -- ejt, 
对 应 于 KAV JpPEEÉI—-^ «GR 
uL Lf 
12 f) 


_ d. 
Bp = 2a)sech? L m 


其 中 6=ar—oaFt, Ü,—sau, f—e 7-9» tat 
当 了 = 工时，% 取 极 大 值 ， 最 大 振幅 为 33， 到 极 大 值 的 位 置 为 
—a(s—s)--o?(—0, Bl z-—s-Lo3: we e 一 aa， 为 了 考察 孤立 子 之 
闻 的 相互 作用 Mist oO MURA, CORK SK 
(1-5-22), 下面 我 们 分 儿 种 情况 来 讨论 . 

5.3 几 种 情况 的 讨论 

第 一 种 情况 ; 在 (z, ORR GS, fa KR BN, 

(1) fimi, faxi, M (1-5-20) ap A 


ty f 
12^ (1cf)?' 


即 为 孤立 子 ui iE, 
(2) fi, fool, M (1-5-22) 可知 
他 ou EC —0)/ (ig ton) Po fif Afa 
{fat [ea 一 ae (1+ 45 
Gz d 
其 中 j-(RB 2:31 fr. 


此 时 仍 为 孤立 子 m E, 仅 相 位 9 RH 
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~ 1 asta, M. 
84 =S — —— log (55 
ay (3 — 04 


第 二 种 情况 : dE (o, ORERE fami, fi 很 大 或 很 小 ， 类 似 第 
一 种 情况 的 分 析 , 此 时 为 孤立 子 oa UE, 
第 三 种 情况 .fi, Ja 均 很 小 或 很 大 , 此 时 uc, 
BRE DR. fal, faci 相互 作用 区 . 
现 设 027-0477 0, 讨论 oa 波 追 赶 oa WREN. 
(1) 942 —oo Bj, 
oa i, ficl, sot, 
fa-e^* 782) tall z-g 9i nl-asdal-ast]t <i 
(i> -00), 
依 前 面 的 讨论 , 此 时 表明 在 om s.a 处 为 孤立 子 os B 
os iK. faz, =s + ast, 
free "+t == g701 2750 Haat >Í 
. (t -- 00), 
WESE 
D> $3 一 Pu 2 ++ abt 
为 孤立 子 oa KW, HRM ufu, fs BARB), 
(2) 4 too 时 ， 
ak: fred, fal, s=s,— PEL C] -F eit, 


aa HK, fam, fi«1, w=sa+ at, 

其 余 处 ，w 守 0. 
LED, (DEREZE, 孤立 子 相互 作用 后 不 改变 原来 的 参量 o, 
Oy, 快 波 os FATS. AO PE 过 程 仅 使 


中 波 向 前 平移 二 log (Set, 


Gq — Ay 


a 波 向 后 平移 二 . 


Q3 70 
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XE fal, fasi SHELTER BT, 地 点 约 为 


— (8 — 81) 
375 


=s tail — stat, t= — 
Ag 一 CI 


^ ? 
22 09584 — 04183 


x 
ei-—o? ^ 
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最 过 以 来 ， 人 们 以 极 大 的 兴趣 关注 在 化 学 反应 和 其 他 局 部 作 
用 中 激发 起 来 的 孤立 子 ， 在 生物 过 程 中 , 孤立 子 的 激发 占有 很 重 
要 的 位 置 , 这 种 孤立 子 是 不 能 直接 由 光 激 发 的 ， 以 下 我 们 简要 地 
叙述 一 下 在 一 维 分 子 系统 中 激 子 和 孤立 子 的 和 情况， 它们 性 质 上 的 
差别 , oc 螺旋 蛋白 质 分 子 的 准 周 期 结构 以 及 它 的 孤立 子 ， 

6.1 一 维 分 子 系统 中 的 激 子 

在 由 同一 种 分 子 组 成 的 分 子 系统 中 ， 分 子 之 间 的 共振 作用 形 
成 了 激发 的 集体 性 ， 因 我 们 关心 在 生物 中 的 应 用 ， 以 下 仅 考 碟 一 


维 准 分 子 结 构 具有 极 长 的 分 子 链 . 记分 子 闻 的 平衡 距离 为 &， 

邻近 分 子 闻 共 据 作用 的 能 量 为 -J 了 , 则 由 平面 波 
p(z, t) = Aexp{i (hs — Qh) i} (1-6-1) 

形成 的 流 子 能 量 为 . 

Q(B) = E (0) EL (1-6-2) 

其 中 波 矢量 ?直接 沿 着 链 方向 , BR Zia1; 

ha 

me seg (1-6-3) 


为 有 效 激 子 质量 , E (D 为 它 的 初始 能 量 ， 
设 由 平面 波 (1-6- 了 ) 形成 的 激发 在 整个 系统 中 是 均 多 分 布 
的， 在 直线 jp 上 局 部 的 准 定常 激发 可 由 波 包 


We 入 = 人 A@expGlke—-O@)i]}ak (1-6-4) 
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所 描述 , 其 中 dk ai. 局 域 激 子 以 速度 


Vo) = the (1-6-5) 
沿 着 链 方向 传播 ， 受 激发 的 区 域 为 , 
u [ 2 h 252 PE 
t= | B+ G) T, (1-6-6) 


与 激 子 激发 (1-5-1) 相对 应 的 Hamilton 为 
Ham (e D) Br B, —J (Bra Bc B,íB1)], 
(1-6-7) 
其 中 s RAMUS OMAR, BIRKS An HSER BRE 
符 ,了 为 变形 激发 的 能 量 算 符 . 
质量 为 以 的 分 子 从 平衡 位 置 位 移 为 u 的 能 量 算 符 可 写 为 


Ha-LYX|pBRee€eo.-42o|] 16-8) 
其 中 Ê, 表示 正规 共 二 位 移 的 动量 算 符 ,ww 为 链 的 弹性 系数 . 
| Veg 77 G / v (1-6-9) 
表示 链 的 横向 声波 速度 . 


具有 从 平衡 位 置 位 移 的 ， 由 分 子 激发 的 相互 作用 Hamilton 
为 ， 
H m=z D (Un — Uni) Bi Ba. (1-6-10) 
我 们 注意 到 , 在 激 子 激发 态 (1-5-1) 中 的 分 子 链 是 不 存在 局 部 
形变 的 ， 由 算 符 (1-6-10) 所 描述 的 相互 作用 通过 发 射 声 子 而 使 激 
TRE. 
6.2 一 维 分 子 系统 中 的 孤立 子 
在 一 维 分 子 系统 中 ， 伴 随 着 链 的 形变 慢 运 动 局 域内 分 子 的 激 
发 是 可 能 的 , 这 种 激发 就 是 孤立 子 ， 相 应 的 定 态 Hamilton 为 
Hu - ea Hg Hy, (1-6-11) 
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—— — 


其 中 Hs, Hy, 了 wt 分 别 已 为 (1-6-7)、(i-6-8)、(1-6-10) 所定 


X. 
为 了 确定 这 种 激发 的 性 质 , 我们 考虑 函数 
Jo, = > a(t) eg: | 0» (1-6-12) 
归 一 化 条 件 为 
Xla.|?—- 1, (1-6-13) 
算 符 o (0 


ce DBP mu], (1-6-14) 


项 数 1a. 0) |? 表 示 通 过 一 个 链 内 分 子 激发 的 分 布 ， 容 易 得 到 如 下 
的 方程 
B. (D = throi | us bua, 
m, (E) = haan | Py | aor, 
3X E pR BES} Sl RE FEAR AS (176-12) F LES A SE AS OE fr 
AA BK a(t), Bat) MA a(t) WHE iE 
ia, Bas Tat = Qui Hu Peor? (1-6-15) 


的 极 小 信 ， 如 引进 无 量 纲 变量 上 ~ 一 ies: DL IC (E, 0, 


BE, t), a(§, t), ti a(n, t) =a, (t) , Bin, t) -B8,(0, a(n, t) - 
vC), HR CU-6-10) ROME RT PAOD 


[Hx ^ ES 一 2X ee 2, jac. t) =0, 


[£5 -vi sa | RE, ) —| =z E Ža, t) | =0, 
(1-6-16) 
其 中 N=e-DtW —2J, vi Fs 
wa +u(Zz) ue aean 
Ask ROTE E RE E, 
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为 方便 起 见 , 引入 
pE, 02 ~ 288.5, 6-18) 


于 是 (1-6-16) 可 变换 为 
[a 2-—- NH. +2xp(é, 0 Jag, 0 =0, 
5 —vig ZJ DE: UE [a (£, é) |? =0, 
(1-6-19) 

| 设 对 应 于 以 运动 速度 v= av< va 激发 的 (1-6-19) HT Ut fR 

有 如 下 形式 : . 
PCE, t)=p(E—vt), a(£, 2) =O(E —vt)exp[?y (£, 1)], 

由 方程 (1-6-19) 可 得 


2y a(£, t) |? 


e(§, t)= wes) (1-6-20) 
[mF - At Ze tae 0) leE, 0-0, 
(1-6-21) 
其 中 7 
v — 
-< 1, G8 or (1-6-22) 


对 于 具有 非 线性 参量 (1-6-22) 的 非 线性 Schrödinger 7j $ 
(1-6-21) 的 解 , 在 条 件 


flag, 0 lrag =1 
下 具有 形式 


moli liy E-e) -F ] 


^/ 2 cosh[u (£ — £o) 一 
(1-6-23) 


ag, t) = 


其 中 


2 


p a- sw: (1-6-24) 
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a(£, D WRT 
la(£, )|*-2usech?[u(£—£o—»t)] (1-6-25) 
RGD FEM RDA, 
于 是 , 由 方程 (1-6-20) 可 得 


= Xu ~ 
p, t) Camco CE ET (1-6-26) 


3012 jiof4 


No 4 39-2 no 


a 
了 
图 1-27 内 激发 分 布 的 概率 s(n, 0 |? 随 分 子 
链 相 邻 分 子 相对 距离 的 变化 
KPC 表示 最 大 变形 的 位 置 ， 激 发 区 的 大 小 为 


Ay - FE n HAL — 87°) wJ 
at 
v 


ad . 
其 运行 速度 为 六 =av, 在 图 1-27 中 我 们 可 以 看 到 分 子 内 激发 分 布 
的 概率 jaln, 刀 1? 随 相 邻 分 子 间 的 相对 距离 的 变化 ， 对 于 确定 的 


时 间 , 受 激 区 的 宽度 为 TE. 


2 


沿 着 链 孤 立 子 具有 如 下 能 量 : 
Bot ma? (1-6-27) 

其 中 ora 
| (Ae--——D-M (1-6-28) 


3uJ 
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Agir T HABE, 
arie s- 3s) 
Meat = Tai Ba sy IVE, ~ 

为 孤立 子 的 有 效 质 量 . 

对 于 有 限 能 量 值 (I-6-27)， 和 孤立 子 的 运行 速度 永远 小 于 分 子 
链 的 横向 声速 度 , 即 s<I， 对 于 软 的 链 (小 的 切 ， 从 (1-6-29) 可 以 
看 出 孤立 子 的 有 效 质 量 将 会 很 大 ， 甚 至 当 孤 立 子 的 运行 速度 很 小 
Ef, 它 的 动能 还 可 能 达到 很 高 的 数值. 

在 低温 下 孤立 子 和 光子 的 相互 作用 是 很 不 同 于 光子 和 激 子 的 
相互 作用 ， 由 平面 波 所 描述 的 光子 和 激 子 相 互 作 用 时 ， 它 们 的 
能 量 、 动 量 守恒 律 是 成 立 的 。 系统 的 初 态 和 终 态 对 应 于 同一 不 变 
形 链 ， 对 于 孤立 子 来 说 , 由 于 它 是 局 域 激发 的 , 它 和 光子 相互 作用 
时 , 动量 守恒 律 是 不 成 立 的 ， 另 外 , 在 孤立 子 激发 时 , 分 子 链 是 局 
部 形变 的 ， 

6.8 a 螺旋 蛋白 质 分 子 的 准 周期 结构 

所 有 的 蛋白 质 分 子 都 是 由 氨基 酸 分 子 组 成 的 ， 在 图 1-28 中 ， 
我 们 能 看 到 氨基 酸 分 子 的 化 学 结构 , 其 中 了 表示 一 个 原子 基 团 , 它 
区 分 不 同 的 氨基 酸 分 子 


(1-6-29) 


© 
E 
Q N 一 AT 
l H 
o 
图 1-28 氨基 酸 分 子 的 化 学 结构 ,了 是 原子 基 团 ， 
它 区 分 不 同 的 氨基 酸 

BAA 20 个 那样 的 基 团 ; 
i (—H), P XE(—OH,), Z#t(—CH,—OH:); RZ 
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(—CH,—COOH); 丙 基 (0Hs 一 0Hs 一 0Hs) 等 等 。 因 此 约 有 20 
ARAN |e) BY AER 

如 果 两 个 氨基 酸 分 子 连 在 一 起 , 如 图 1-29 所 示 , 此 时 , 左 分 子 
的 原子 互 和 右 分 子 的 原子 互 一 0 JR Ar. H30, AEN AMOK 
BUR, 如 图 1-30 Bra, 


图 1-30 两 个 氨基 酸 分 子 形成 的 二 聚 体 
原子 HNOD 位 于 同一 平面 上 ， 称 为 肘 基 团 ， 从 图 1-30 可 以 
看 出 , 生成 的 二 育 体 能 和 另 一 个 氨基 酸 相连 , 于 是 可 形成 很 长 的 肘 
链 ， 它 们 其 有 原子 重量 10 —109dalton, 这 些 肪 分 子 被 称 为 蛋白 
M, SL 1-31, | 
FER 27 B] PEERS EHI EK FE FETTE: 


60 PF Ht NIS 
v 
PM YE T 
CY AAC 
T BAN, 


WAM ry f 


图 1-31 蛋白 质 分 子 中 重复 的 肽 基 团 

成 一 个 空间 结构 , 称 之 为 蛋白 质 的 二 级 结构 . 在 蛋 白质 分 子 的 许 
多 不 同 二 级 结构 中 ,其 中 有 一 个 是 Pauling 建立 起 来 的 , 它 是 一 个 
很 重要 的 结构 , 称 之 为 a REESE. 

在 “螺旋 蛋白 质 分 子 中 , 软 基 团 被 如 下 安排 着 , 序号 为 工 的 肽 
基 团 的 原子 互 以 氢 键 和 序号 为 和 的 肽 基 团 的 原子 O 相连 ;序号 为 
2 的 肪 基 团 的 原子 互 ， 以 互 键 和 形 号 为 5 的 肽 基 团 的 原子 DO 相连 
等 等 ， 因此 在 这 样 的 螺旋 体 中 存在 肽 基 园 的 三 种 键 ， 它 们 均 以 所 
SURE, 如 图 1-32 Ay I, TT, TIT, 


图 1-32 在 蛋白 质 分 子 中 肽 基 团 的 三 种 链 (I, IL, I), 
DEC IUE E 

由 于 在 «螺旋 蛋白 质 中 近邻 肽 基 团 之 间 偶 极 子 一 一 偶 极 子 
的 相互 作用 ， 在 肽 基 团 中 具有 激发 能 Bt e=0.0216V 的 振动 激发 
《0==0) 变 成 整体 激发 ， 由 氧 键 相连 的 肽 链 是 比较 软 的 ， 因 此 三 种 
肽 链 的 整体 激发 将 为 振动 的 孤立 子 所 描述 . 

6.4 在 a 螺旋 蛋白 质 分 子 中 的 孤立 子 

. 包 食 在 “螺旋 蛋白 质 分 子 中 肽 基 的 三 种 链 是 具有 周期 原子 基 
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国 以 相对 弱 力 \ 氢 键 ) 相 互 作用 分 子 系 颖 的 一 个 例子 . 
在 “螺旋 蛋白 质 分 子 \ 它 的 轴 和 * 轴 一 臻 ) 中 ， 肽 基 团 的 平衡 
位 置 可 用 半径 矢量 


_ 2x E , 2 
Ra= R [ee cos p (8n.4- a) -Hey sin nra] 
+L nea), (1-6-30) 


来 表示 ， 其 中 %% 表 示 三 个 相 邻 肽 基 团 的 元 胞 序数 ， 它 们 具有 不 同 
指标 a 一 1, 2, 3 LMUR(O.4À), 忆 是 以 肽 基 团 为 中 心 的 半径 
(1.8A); p=3.6 为 螺旋 一 次 转角 推算 出 的 肽 基 团 数 . 

对 于 一 切实 际 生物 过 程 来 说 , 腺 苷 三 磷酸 (ATP) 分 子 水 解 作 
用 所 释放 的 能 量 (等 于 0.54eV) 是 一 个 不 变 的 能 量 单位 ， 这 个 能 
量 足 以 使 在 具有 能 量 0.21eV 的 肽 基 团 中 具有 特色 的 酰胺 
—I (amid-I) 振动 激发 起 来 ， 这 种 振动 的 偶 极 动量 是 很 大 的 
(0.3Debye)， 它 保证 了 在 蛋白 质 分 子 整 体 激发 中 发 生 大 的 共振 作 
用 . 

这 种 整体 激发 的 理论 已 为 Davydov， Erenko 和 Sergienko 
所 发 展 , 现 已 证 实 , 对 应 于 内 醚 胺 一 I(amid-]) 的 整体 激发 就 是 孤 
LF, 即 局 域 性 的 整体 激发 表现 为 内 肪 和 变形 激发 的 组 合 ， 三 个 
链 (a=1, 2, 3) 中 的 任何 一 个 , 激发 的 分 布 和 肽 基 团 之 间 的 距离 变 
化 可 分 别 用 函数 va 人 ,四 ,ra 人 ,为 来 表示 , 它们 满足 方程 


. ð e 7 Y ^ 4 > 
[az 一 NVI wm 2*ra(£, i) «s, i) 


= L(as(8, t)4 a(S, #)], (1-6-31) 
2 el. 2k Po e ng 
Lam wha ger | fal. N= — SF aer lea (8, DIF, 
(1-6-32) 


X* Awe D274 [y Ge). tei Ja 
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pal, =~ ale? | (1-6-33) 


J ARAE ERBER IE IURE, LARERE E 
ERKE Z SR AER. 

如 果 我 们 引入 函数 “ 
NE 
MG OM T TF cose boo 
HOH [OE dE —1, SLA oar, ERA 


(1-6-34) 


E,-— E i msg V? 
的 整体 激发 , 可 得 函数 
Pal€, D-t- -tanh[u(£ — £o—vt) ]}, 


e 5, t) = AaB E-vit) oxp fi [A 6—69 — 1 L]) 


2 
£a (€, t) -u v d? (£— y), (1-6-35) 
其 中 “4, E,, Ag 满足 方程 
[2 —-uJ]Aa -Lla de a) 70, 


1- Te 
ASGAZ- suJ] =0, Y Lu, (1-6-36) 


ZL=E,—E€ +D- w+2J— Ë 


2 (1-6-37) 


————— 
F. 
HEM MMU, 
41~ Ain As Fe, | 
Hm= x? [8 (1—s*)wJ] 7, (1-6-38) 
€ -D-9J 42L—;* | 
Bom tw ^ 
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a Co s) 
met PIT 

对 于 反对 称 孤 立 子 ， 
4i-0, da= 一 如 一 了 可， 


a 7 X*[2(1 suU], 


(1-6-39) 


2 
E =E -D-2 -L-4y, 


"IEEE: s^ pe | 
SR SEES 
比较 (1-6-38) , 《1-6-39), 可 看 到 如 下 关系 式 是 成 立 的 ， 


2 
bosom 77 3 Kas; 


MEP = Me t 


EE — Ee» aL Bx 0 
“9 0 75b Togu 7 


Bia m s. 1 sí 
umen ed 
可 以 看 出 ,反对 称 孤 立 子 具有 小 于 零点 的 能 量 , 大 的 有 效 质 量 和 高 
RRR SUE. Bite RARKB SH MRED. 

对 称 和 反对 称 孤 立 子 的 辐射 生 在 时 间 已 被 Erenbo， 
Bergieriko 和 Davydov 计算 过 , 他 们 得 到 如 下 的 结果 ， 


一 CO Lm To (1-6-40) 


Dam COS na( [m 
Tas 一 — 


Egia end — 


64 JI Sz -F PRSE IS EF 
其 中 rom xX 1078s Jg -I(amid-I) Ay 4 8] ^E dp Hp jl, 8-30 
为 螺旋 轴 与 振动 偶 极 动量 的 夹 角 . 

从 (1-6-40) 可 知 ， 对 称 孤 立 子 的 辐射 生存 时 间 随 着 速度 的 增 
加 而 增加 ,而 反对 称 孤 立 子 的 辐射 生存 时 间 是 与 速度 无 关 的 , 是 随 
EKM 8 的 减少 而 增 大 ，- 表示 在 激发 域 肽 基 团 的 数目， 如 果 
它 等 于 8, 则 由 (1-6-40) 可 知 反对 称 孤立 子 的 辐射 生存 时 间 等 于 
0.5s; 如 果 6, Ji] ro 一 419. 

以 上 表明 ,孤立 子 是 ATP 分 子 沿 着 oc 螺旋 蛋白 质 分子 水 解 作 
用 的 能 量 的 极 好 载体 , 没有 显著 的 丢失 ， 当 孤立 子 激发 时 , 在 生物 
反应 中 , 它 是 一 种 很 稳定 的 状态 ， 利 用 孤立 子 的 这 种 概念 , 人 们 已 
在 分 子 水 乎 上 解释 动物 肌肉 收缩 的 机 人 制 . 


87 Toda %## Born-Infeld 方程 


FPU 考察 具有 相等 质量 的 64 个 质点 以 非 线性 弹簧 相连 的 力 
学 系统 .分 别 考虑 运动 方程 组 


1 = (Tii t ayy — 2a) + of (tipi — ZO)? . 


7 (2, — 251) ?] (@=1, 2, ners 64), 
d, (isit 2-1 — 224) + BL (2,41—2)? (1-7-1) 
— (Ti — Pii $-1, ore, 64), 


9, 84 (1414-2) — 89 (2i — 2-4) +0 ($—1, m 64), 
具有 周期 初 值 条 件 
ni(0) = sin =, &(0)-0 (=i, =, 64), (1-7-2) 
其 中 OQRRE IRAE MAME, RIS $5 f E 
分 配 ， 令 


dy Xs, sin A (1-7-8) 
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WAER | 
a Ba = apt Ge 


LEN) (ati)? 
D 2 


1-7-4 
Eir + Eg -la + 2a; sin? -一 一 ha À ? 
ah ak 2 k d28 


经 典 统计 力学 认为 : 任何 微弱 的 非 线性 作用 必 将 导致 能 量 的 平衡 ， 
但 实际 计算 结果 却 使 人 们 大 吃 一 惊 , 它 并 不 趋 于 热 化 ， 当 时 FPU 
只 在 频率 空间 来 考察 , 未 能 发 现 扳 立 子 解 ， 后 来 Toda 考虑 卓 体 的 
非 线 性 振动 , 近似 模拟 这 种 情况 , 得 到 了 孤立 子 解 , 使 FPU 问题 得 
到 了 正确 的 解答 . 我们 把 晶体 看 成 具有 质量 的 弹 筑 拉 成 的 链条 ， 
如 以 7,( 如 表示 第 ww 个 弹簧 关于 它 的 平衡 位 置 的 偏离 , 则 可 得 常 微 
分 差分 方程 组 (运动 方程 组 ) 
mt n= 2f (r4) 一 Fr S Q2), n0, x1, $B ee, 
(1-7-5) 
Ath f(r) a CE A, Toda iE f(r) = -aG—-e*"), 4 
SOAR BRAY, in fr) = 一 77, 则 有 
mera Y (Yni Yn-1— 27.) , (1-7-6) 
其 行 波 解 为 | | | 
y» acos?, 8 — api — pn, 
代入 (1-7-6) 可 得 包 散 关系 
mass 


= 4 sin? -一 p». 


对 于 非 线性 情况 ， Toda 的 解法 是 : 令 Sf), 于 是 (1-7-5) 化 为 
等 价 方程 组 
$m f (r,), mr, = 2S, ppt $.1. 
An fr) ale), 
$-—f'(nM- —efle ^v = — B(a--&) Ta, 


RA 


66 ji v-rI2ie sm 


| 的 = Spit 54 28, (1-7-7) 
考 潜 (1-7-7) 的 行 波 解 
$= 8(0),0= wt —pn, (1-7-8) 


则 sO) 8 A 08 225 2) 71 E 


c up -s(0-p) -28(0), (1-7-9) 


由 等 式 
2 one SI CITI S2 p 
dz (O+p) —d (0 —p) = — 2k? — 1—ESg86S0 2), 


其 中 Cn, Sa, 0, 为 HEAT HERB IE DRE, E nan 
E(é) = | asaa 

(1-7-9) Xj p 积分 有 

EG+p) +E E(8 - p) -2E(0 = PESO ———-i 
故 得 sn 的 解 

s 一 8(0 —bz(2K0), 

Xi) -E() -0 EFL, CARRA OK 的 雅 可 比 Zeta 
BE, 


1 — 
UR) Ge; i) tnm 
- -i 
E ， 


s= DP. sin 2x9 (线性 情况 ); 


sp 
" 46 


ig (5) sech? [i (E, —51) +8 | (1-7-10) 


FE MVP Sirk we 67 


其 中 5 一 oe souk, 8 为 参数 ， 证 是 我 们 可 得 到 孤立 子 群 


(1-7-10), 
对 本 微分 差分 方程 (1-Y7-5) ， 如 果 对 差分 取 极 限 ， 可 得 到 非 线 
性 波动 方程 ,例如 , 可 得 如 下 一 类 非 线性 波动 方程 


. 1 42 
yu c? [uet a (L+ pA (ya) Yast -y P Mose 


je I! (1-7-11) 


A 
h 
其 中 0, a, p, h, A, q 均 为 实 常 数 ， 

Born-Infeld 方程 , M. Born 和 M. L, Infeld MEIER 
iE Maxwell 方程 时 , 得 到 方程 

(1-97) Pest 2020:Per-A+9202=0, (1-7-12) 

对 此 方程 Barbaskov 和 Ohernikov 在 1966 年 得 到 它 的 孤立 zi 
ft, 当 


lctgoi—9:20 

Bt, A042) IRANTE. RET c-i  n-2-i, u- 9, 

v 9,, V p (1-7-12^ 可 得 等 价 方程 组 
[5 


4-1-13 
loue — (1+ 2wv) wt uv, =O, (1-18) 


" a | 
i J- Se) 20, 则 Us = INu, Uy 一 =J Eo, v= ~I nu, v 


Jes TÆR (177-3) 可 得 
£,—7,—0, Á 
i ony 十 A+ 2uv) £,4- v? £, = Crd) 
由 此 可 得 - 
uM wt (1+ 2uv) Eut vEt 2u£y4- 2v£, = 0. (1- 1-18) 
^D 的 特征 方程 为 | 
uda? — (1-- uv) dudv4- odu" — 0, 
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V L-+4uv— i Slt duv = L | 4 
ore 8 sO v) (7, 8) 
E Fr =0 
mentee” (1-7-16) 
. Est n=0, 
(1-7-16) HH n 得 
` £n =0, (1-7-17) 
(1-7-17) 的 一 般 解 为 
w—t=E=F (r) -ÈG (odo, (1-7-18) 
att=n=G(s) -jer (r)dr, - (1-1-19) 
其 中 下 (7), CO AES BS, B 
8r 一 Mr 十 or 一 本 — St- * n=rF (r), 
p= s ($), 


故 司 得 | 
p= f rF'(r)dr-- [se" (e) ds, 


4 F(r)-9o, G(s) =0, Hit r=Di(p), s=O2(o) , WA 
p=, (p) d.(o). 
Ei (1-7-18), 《1L-7-19) 可 得 


g—i-p-— 上 G2(c)dc， 


BD: (0), d. (0) ABM, HARE —1<p<0,0<c<1 RHR, 
p= w+ Bvt 人 人, t<0, (1-7-20) 
D, M o= 一 co BEA, Da WSK w= Fo BEA, MMI ioo Ff 
p=; [ott| OY @)do ] +o, [art | Odo]. 
(1-7-21) 


vw 十 t=G 十 [oe (p) dp, 
p 
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第 cx 
反 散 射 方法 


ini 


— 


É MGardner, Greene, Kruskal 和 Miaura( 简 称 GGKM) 发 
现 可 以 用 Schrödinger 方程 的 反 散 射 理 论 求解 KdV 方程 的 初 值 
问题 以 来 , 这 种 求解 非 线 性 启 微 分 方程 的 方法 近 几 年 发 展 很 快 , 现 
已 成 功 地 用 于 求解 许多 症 应 用 中 十 分 重要 的 非 线 性 方程 ， 它 无 疑 
是 数学 物理 方法 上 的 一 个 次 大 发 现 (LA REOR [11] ~[15]), 我 
们 知道 ， 长 期 以 来 ， 数 学 欧 理 方法 主要 是 处 理 线性 偏 微分 方程 问 
题 ,而 对 非 线性 问题 的 求解 ， 则 显得 十 分 因 难 , 因此 一 直 没有 一 种 
系统 的 求解 方法 , 这 一 局 全 由 了 出现 了 所 谓 “ 反 散射 方法 (Inverse 
Scattering Method)” 而 开 治 有 内 次 化 ， 现 在 已 看 出 , 这 一 发 现 不 
但 对 应 用 技术 提供 了 崭新 的 方法 和 概念 ， 而 且 对 数学 自身 的 发 展 
也 有 深远 的 影响 . 

本 章 内 容 就 是 介绍 这 个 方法 . 在 81 中 讲解 Sehridinger F 
程 正 散 射 问题 ,8 2 讲解 Schródinger 方程 的 反 散 射 问题 , $3 UE 
解 如 何 应 用 上 述 理论 求解 KdV 方程 的 初 从 问题 ,$4 在 简单 介 
绍 这 个 方法 的 基本 思想 后 转 入 讲解 AK NS 方程 ，$ 5 讨论 ARNS 
特征 值 问题 的 正 散 射 与 反 散 射 问题 ,§ 6 讨论 如 何 应 用 反 散 射 方法 


凶 本 章 反 散射 方法 为 国家 教育 委员 会 科学 基金 支持 项 目 。 
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求 AKNS 方程 初 值 问题 的 解 ，$7 Toda 晶 格 方程 为 对 象 简 单 
介绍 离散 特征 值 问题 的 反 散 射 方法 及 Toda d ie JERE BE 的 
解 ，§ 8 以 及- 方程 为 对 象 初 步 介 绍 空间 二 维 的 反 散 射 方法 ， 并 
引进 了 (D. bare) 方 法. 最 后 一 节 介 绍 这 种 方法 近来 发 展 情况 . 


S1 正 散 射 问题 


这 一 节 将 考虑 直线 上 的 Schrödinger FAM ERM, 方 
各 
Lf=- f'*q()f Xf, kW, (2-11) 
f-tl qo BRAK, 
M g(x) 0 时 ,方程 (2-1-1) 有 了 两 个 基本 解 "n, o, au n 
叶 变换 理论 知 , 如 果 F (0) € L^(— ee, oo), HEBES DERE 


| Id) Lt fede, (2-1-2) 
XR ERE ROS 
fG)- e efe. (2-1-8) 
变换 关系 可 写成 8 函数 形式 
3(w—y) = f T oer Ub, (2-1-4) 


以 下 考虑 当 9(o) 0 时 ， 方 程 (2-1-1) 的 基本 解 , 它 有 下 列 性 
质 。 
1.1 Jost 解 的 性 质 
dn [s|-oo 时 ，9(z) 很 快 趋 于 零 ， 这 时 可 以 设想 方程 
《2-1~1) 有 两 个 具有 以 下 渐 近 性 质 的 基本 解 
F(a, k)~e™*, s+, (2-1-5) 
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f.G, b)ee tt, a — 00, (2-1-6) 
通常 , 物理 上 称 这 两 个 解 为 Jost 解 或 Jost 函数 ， 由 常 微分 方 
程 的 常数 变易 法 , 知 这 两 个 基本 解 等 价 二 以 下 积分 方程 


fale, E) =e [EBEE E YOS, ds, (2-1-7) 


f(a, b) = 6-met fL. EREET? qf. (s, B)ds, (2-1-8) 


MRS 
ms, —6 Uf (m, b), m.—ef (v, E), (2-1-9) 
WW (2-1-7), (2-1-8) 可 分 别 改写 为 


male, 及 一 1 一 | 5-62) 9 GS) m, (s, lods, (2-1-10) 


m(x. E) -1 «p gg et? Dem. k)ds, (2-1-11) 
为 了 讨论 Jost 解 的 性 质 , 以 下 总 假设 

et, | 
了 (ce)<ce，Pi(o) = | 1229g(z) dw, j=0, 1, 2, (2-1-12) 


首先 用 逐次 通 近 法 证 胃 方 程 (3-1-11) 当 Imz>0 时 Jost 解 的 
存在 性 ， 由 于 


| 1 2iK(E~8) — ! 1 
Dae (e “DS Mos, 
$8 m RESI jf 
m.- 3, k), (2-1-13) 
其 中 | 


hoi, hi(a, b) = a ju 6" Das (s, Bas, 
由 归纳 法 可 得 以 下 估计 式 
I| < rO | |2;-1|ds< Y Pi(). 
因此 , 24 L0 时 ,级 数 (31-13) 绝 对 且 一 致 收敛 ， 这 就 证 明了 党 
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a<a<oco, Imk>0, kx 0 时 解 的 存在 性 ， 由 于 为 (zx, EBL 
PRR, 因此 m (e, 芒 也 是 大 的 解析 函数 ， mE m-e, bii EA 
下 不 等 式 
|m_(w, 个 | «e* 9, pHo, (2-1-14) 
3 k=O, 
m. (z, 0) =1+ | («-3«(9)n- (s,0)ds, — (2-1-15) 


^ m. (a, 0) -5 h(a), (2-1-16) 


Sep je(o) =1, bla) =|" (e-ga), 
由 归纳 法 知 ， 


DO «p tQ», 


其 中 M()- [^ @~s){g(s) |ds, 


因此 级 数 (2-1-16) 也 是 绝对 且 一 致 收敛, 这 就 证 明了 当 8-0 时 方 
程 (2-1-11) 解 的 存在 人 性， 

进一步 注意 到 

apo? 一 工 ) 一 n edo | "r—8$, $—870, Imk>0, 


(2 1-17) 
用 上 述 方法 由 (2-1-11) 推 得 , 24 Imkz-0, HOM, 
|m_(a, kyi <M (aeto, (2-1-18) 
当 sco 时， 这 个 界 是 指数 增长 的 ， 由 这 个 等 式 只 能 推出 
342€ (一 co, a], a<-+0o, m_(%, 有) 是 一 致 有 界 ， 但 由 此 可 推 得 
m.(2, k) Im8>0 时 解析 ， 而 且 连 续 到 边界 ， (2-1-1) RA 
等 式 (2-1-17) 可 推 得 


vu OM ONG 15 
|m- (o, b) -1| ap] ig (S) | |m- s, k) | ds 
* [C9 i0 ||m(, Bas 
<o [^ (14/5!) |g) |ds 
+e (~) |g(s) |ds 
Dinan Je 18D 1g) lds, 2>0, 
leg f? C79 1c) fas 20 
因此 ， 
lm. (e, B) 1| <es(1+max(2, 0)) f. a--isDlac) las. 
(2-1-19) 


$8 (2-1-19) & (271-14) GM Jost 解 的 估计 式 


mima + |s!)jq(s)|ds 


(2-1-20) 
以 下 证 明 (2-1-11)Jost 解 的 存在 性 ， 设 有 两 个 等 LE m, 


4 m mi — m, Wi] 


m(o, =| EREE gls) mls, bas, 


lm(a, k) -1]« 


4 m, E | -f(, k), as, 用 -| (0-8) |g) Us, ds, 
Wi f(c, k)«g(s, k), Imkz0, 
go 1g l/l, Dara, D^ la) las, 


4d 
fT e—a ds 


(g(s, s)e - )a«0, 
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g(a, s) <0, 
由 此 推出 ， fw, k)=|m(@, k)| «0, 
38 3d (2-1-11) nf yt — 25 18 33] Jost A m- (2, DR c v 及 天 的 导 
数 的 估计 , 令 


dm- mn, om =m-, (2-1-21) 
(2-1-11) 56x E RS 
"m (ats) mn (s, k)ds 
, -o dk 24 
" | Co q(s) m(s, k)ds, 
、 ; d gs 1 Le)? eum 
因为 ele) < 8), ssa, 


HH (2-1-20) RA ESR 
| Oi Gm? lm (s, k) |ds<es(1-+amax(x, 0)) 
可 估 得 
|a o, E) <en(1-ramax(x, 0) «(9 la(s) LL Gs, E) lds, 
EOM EsUB B GE REA 1S 


[m- (z, k) | &e(1--2max(z, 0)), (2-1-22) 
类 似 方法 可 得 
Im (e, k)| <T (2-1-23) 


FIR (2-1-10) 可 得 到 对 m, 8) 类 似 估 计 , 综合 以 上 结果 可 
得 以 下 命题 . 

命题 1 在 条 件 (2-1-12) 下 , 方程 (2-1--10) 与 (2-1-11) RA 
# (2-1-7) 4g (2-1-8)), 4 Imh>0 时 ,Jost 解 存在 且 唯 一 ， 当 
Imk0HBj, 它 是 关于 % 的 解析 函数 ， 且 在 Imk0 时 是 大 的 连续 
PAR, Em (o, 8) 有 估计 式 (2-1-20)、(2-1-22) 及 (2-1-23)， 对 


BOR 反 散 射 方法 TT 


mao, PAIA 
Įm (e, p) -ie Sime sp (1+ |s]) |¢(s) lds, 


1+ ik 
(2-1-20) 4 
[m.(z, &)!<e(1~gmax(—s, 0)), (2-1-22), 
lon’, k) | < IFT (2-1-23) 


注意 : (GO 由 以 上 结果 可 推 得 ， Je, k), f, 对 2 及 上 的 
导数 的 渐 近 式 等 于 其 渐 近 式 对 2 及 大 的 导数 , BY 
f(a, b) ese, 
lr (a, k) e oke"^, a> +00; f (a, b) - -dke-*, a» —co, 
fila, &) dae"? , c Loo f (s, k) ~ iret, wy — oo0, 
(2-1-24) 
Gd Fern gla) |do<oo, s>0, W Jost RR file, E), 


六 (1 可 解析 开拓 到 Imk<e, oW Wt $R|Imk|«e 为 Bergman 
带 ,特别 当 g(a) A EH Bet, Jost 解 可 解析 开拓 到 大 的 全 平面. 

(3) id Sale, DMI fele, 5) , hEMF, 则 由 积 
分 方程 (2-1-7)、(2-1-8) 的 解 的 唯一 性 可 得 

f.m, k) = f(x, ~$). 

1.2 Sisi EUER 

HS f io, &) 4 Imbz0 ARM, B0 Ime <O Bf f (s, 一 8) 
有 意义 ， 特 别 当 Ime 0 Bf, gr XR (3) AL o, E) - fio, - 8). 
由 f(z, k) ve", fi. (2, =k) ~ tko t, a+ 00, MUR 

WUf.Q, k), fi (2, ~k) f(r, EMf.(m, —k) 

Gm, — EMG, BD) 
= 20k, (2-1-25) 

因此 当 Imk=0, k90 Bf, file, b), fale, -ORRERA 

的 解 ， 令 


z—>- 00; f_ (av, k) wee, D> — co, 
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f(a, E) a (bf, E) b. (fs (5, k), (2-1-26) 
或 写成 

T(k)f(a, k) = fale, -b)+ REF Cz, B), (2-1-27) 
其 中 


TD) ~ ty B+) = 2s e (2-1-28) 


Ph), ROACH BR, WH ERT.) 2g EP GE R3 
(Transmission Coefficient), R.(k) 4 RI A HH (Reflection 
Ooetfticien 切 ， 以 下 要 进一步 讨论 散射 数据 的 性 质 . 
从 (2-1-25) (2-1-26) nf 4 
| 2tha,(k)=W(f.@, E), f-(, &)], (2-1- 29) 
2 6hb..(k) -W[f_-(@, k), f+(@, —&)]. 

BUT fio, 有 在 的 上 半 平 面 解 析 ， 由 (2-1-29) 第 一 式 推 得 ， 当 
kh0 时 wilb) 也 是 上 的 上 半 平 面 的 解析 函数 。 当 为 实数 时 , 由 
TQ), Ry) AY EEA 

TQE)-T.(-R), X R.O)-R(-E. (2-1-30) 
01e fem fio, E), ff (m, E) REX (BEAR 
Wfs, FAWEfs, F-J) 


Wif.f-JWLf, f- = F NM 
Uv FAW Se) $9 ct ip, F3 


, 1 
得 TROP “TH PED IEMs SW, J 
-1- is Wif.,f.Wif., f-] 


ENFNOIL 
Lt TP) m 


IT. (5) |*-- | B, (5) !?=1. (2- 1-31) 
以 下 进一步 讨论 boo, k0 时 散射 系数 的 性 质 为 此 在 
(2-1-11) f 4 a>+00, 得 


由 此 推 得 
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en 


m.(s, k)y~1 1-53., q(s)m_(s, k)ds 
m (irh m-(s, Eds). 
Hf (271-26) pic 5j pi | | 


m-(s, E) e O, ~B)+ FE omy (aw, E), 
再 令 w->co 得 
R (k) ike 
m- (s, b)e T roe Ee 
由 此 推 得 
a. (Bags t sa). q(s)m.(s, ds,  (2-1-82) 


b.) Beh). emmg(s) m (s, 及 gs。 (2-1-33) 


T.(k) 2j 
HRR 1, Xp m- (o, 8) 的 估计 立即 得 
a(k) — 1— srl. q(s)ds- ta ar (45), Imk>0, hi 2909, | 


(2-1-34) 
M = 1 ~ aiks 7 EA POP | ee 
b, (k) 3i 全 g(s)e- ds+o( B» imk>o, |k] | >00, 
(2-1-85) 


y= F g(s)m. (s, 0)ds, (2-1-86) 


则 a.) 一 1 一 了 ——l. q (s) [m..(s, k) —n. (s, 0)]ds, 


E (2-1-22) np Ag, 34 &0 Bj, EX AUR — DURER TETE, 故 当 
y=0 时， lima, (k) = 常数 ; 当 ye OW, 


T) = = hx (常数) 十 0(1)， 2-1-37) 


pO! 
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而 且 由 关系 式 


ic RI) _, F eai ; 
T.) I+ 40 zi m (s, k)ds 


-1- [^ g(s)em-(s, h)dstoll), 10, 


因此 ， 
LERQG)- Rx (HBO) +0(1), E20, (2-1-38) 
以 下 讨论 a, (PWR, Æ Imk>0, dit a, (E) =0, I 
WU, 5, f-@, k)]=0, 
因而 f. (e, b), f(a, DARN. 
广 ( b) - b falx, k), (2-1-39) 
所 以 这 个 解 当 le|->co 时 以 指数 趋 于 零 ， 我 们 称 这 个 上 为 方 和 
C2-1-1) 的 特征 值 , 这 个 只 能 对 应 于 实 的 7 因为 车 为 复数 , 则 
-f'*af -M, 
=f" +f =r], 
由 此 推出 AL CLP P0 = 00/7. Byz] co n fR 


BPR, Bu [T O-T | f [Ade 0, RIEN, HEPADOM, f 
不 能 趋 于 零 ， 故 下 能 入 <0, 而 入 0 时 有 一 个 解 f_(z, 001 Q5 


2-92), 8 AMOUR S= f|- we->e( 当 ac)， 因 
此 , AO 不 是 特征 值 ， 即 特征 值 只 能 分 布 在 <0 的 实 轴 上 , 也 就 
ERER AEE k TEREM. 由 于 在 Imb>O ba. (E) RET, 
Ha,(b)~1, [k|>0o, BURG a(k) ze Imk>0 上 只 能 有 有 限 多 个 堆 
Hi, TN th, B0, f= 1, 2, …, mw， 以 下 证 明 db, 只 能 是 ax (E) AY 
单 重 零点 ， 由 
- fi+g(@)f.=FYf- 
得 —fltg(a) f--25 f IP f. 
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又 因 - fika(o f - Pf. 
由 此 得 WIS, fto | 2kfef-de, 
同 理 有 WIS, fil =| 2h fs fo, 
Jeo bth, HA loo, f 
Wf, P3 WU, f Dia, [^ 20k; f+ (o, th) fw, da, 


因为 Feika m METUS fl. 
k=ik, Th 
={WIf., f Few f, f. oan, 
=|" 24k, f, (w, iba 
= {2 ika; (k) +2 $a (8)) lena, 
一 —2 hbar (ik), 
所 以 
é, (ik, ~ do |" fila, tae, (2-1-40) 
BUT f(a, DEKRA, ik a (ib) +0, 
Ex Cj=[|" fi, hae |” = ih WEN F. 
fala, F) -a-()f-(s, 一 有 二 (万 ( E), (141) 
则 有 
( 2éka (E) -WU f, E), fv, E)], 


laékó (E) WE D, fam, D], ED 


* 


T_(k) -元 R= Li 2, (2-1-43) 


则 R-(&), THRAS RG), TRUER, 3E EP 38. ES 
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T,(E) R_(k) f 
SOl k m 05) ere) 


AARON BRE, 归纳 上 述 结果 得 以 下 命题 . 
PA 3 矩阵 在 全 实 轴 上 连续 且 有 以 下 性 质 ， 
Ci) 对 称 性 ; 


Th) -T (b) =T (hb) = 1 1 


«B^ ub) a(k)’ 
Imk=0, (2-1-45) 


Gi) 实 性 ， 
T(k)-T(—k), B.(k)=R,(—h), Imk=0, (2-1-46) 
(iii) AEH: 
T (k) R.( —k)--T( -k) R. (b) =0, (2-1-47) 
IT 5) |[?-- | GRO) |*  |T (E) P+ | Ry Ck) |3=1, (2-1-48) 
Gv) 渐 近 性 ; 当 Imk>0, 
当 ? 天 0 时 ， 


了 (1) =k x (HHO +0(1), |k/0, 
RAP | k| 0; (2-149) 
当 ?y=0 时 ， 
© O T()W 9, | RO) <1, (2-1-50) 
当 | 中 ->ce 时 ， 
T(k)=1+4), 
(2-1-51) 


8.0) = +), 


(v) 解析 性 ; T E e LPTR, 且 连 续 家 达 边 界 ,人 (及 在 
正 实 轴 上 有 有 限 个 单 重 极点 Gb, j=1, 2, e, n GE > 
2-0), 其 对 应 特征 画 数 的 归 一 化 因子 
2 [C 2 pel] —$b. _ 
o= [f] AG, owe] ei, ao) 
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Hi S PE OH SRE (SAREE NKR, 我 们 将 


证 明 以 下 命题 . 
命题 8 
(1 (*logi—|R,(0)?) , Vier b+ thy 
ro-a oh do} TEE Ims, 
lim T(&-r-$8), Im£-0. 
' (2-1-58) 
证 明 ET(0) #0, 4 (9) = TOLL, 


h(k) de Im (k) 20 fli, R) | 1, |b] 0, 
logh(k)Zr Im (E) >0 解析 ,logh (k) 50, ;k|oo, 
由 勾 西 公式 , 4 Eig be FY, 
log h(#) = 二 EO) dos, des 


CENK, ELL ORG, bdo EAYHRXRO 
及 实 轴线 [7,7] 组 成 , HAA RE, TIT 
lim! 108 Moo) do=Ü, 


t>o J 0, 


Hh E 
logh (k) = gif EMO dy ^ (154) 
- 2. i (^ gro) go | 
188, 有 0= zal. psu 
或 
0- 37| ERO) go. (2-1-55) 


MW loga) |= Tog |7"(B) |?—Iog 1— | R,00 19), (2-154 
d: (2-1-55), 即 得 


一 59 
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由 此 部 得 (2-1-53) 第 一 式 , 28 k 从 上 半 半 而 总 于 实 轴 , (2-1-53) 中 
的 积分 要 理解 为 勾 西 取 主 值 ， 若 了 (0) =0， 上 述 积分 中 在 8=0 


附近 也 理解 为 勾 西 取 主 值 . 
1.3 例子 
5j 1 
q(v) 72a? sech'as, (2-1-56) 
容易 验证 ， 


file, b= z- 7 (0k — ath az)e"* ~e", a coo. 


f-@, B = 
M(2-1- oy 和 2 1-28) 容易 算得 
R.() -0, 1, (k) =T- E) ~ = 一 =< =T (k),  (2-1-58) 
Th) RA-TPBR k= ia, ST 
f(x, ta) = f_(a, $a) -万 sechas, b—1, (2-1-59) 


z; (ki -a th asje eU? z——co (2-1-57) 


Qi- IN fis, da)dz] 7 ga us (2-1-60) 


例 2 
g(z) = -Bò (s), 87-0, (2-1-61) 
e^, m, 
fo, E) ln yes 3B ge -— (2-1-62) 


a" 0, 
f-@ b= lt 一 etes x e** 0. (2-1-65) 
M (2-1-26) fil (2-1-41) $& 18 
R,(t)= 4,5 


28 
tp’ R. (k) “Ikie 
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T. (E) =T- (b) - T (E) 3» 48 (2-1-64) 
了 (8 有 唯一 的 单 重 极点 上 = É, 这 个 特征 值 对 应 的 特征 范 数 


fs, 28)- p (5, uS (b; 1) (2-1-65) 


作为 这 一 节 的 结束 ， 我 们 定义 散射 数据 如 下 ， 
ST: iU), Imk- =0, iky, Cj, 了 一 十 2,- u n}, (2-1-67) 


给 定 Schrödinger 方程 的 位 势 9(z)， 可 求 得 散射 数据 ST, 下 
一 节 将 讨论 如 何在 给 定 散射 数据 ST ARES ge), 这 就 是 反 散 
射 问题 。 
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2.1 平移 变换 

在 多 维 空间 中 的 一 组 基 可 通过 上 三 角 和 矩阵 变换 到 另 一 组 基 ， 
对 Schrödinger 77 # g (2) =0 时 的 基本 解 ewe, 可 看 为 无 穷 维 空间 
的 基 ,， 而 9(o) 关 0 时 的 Jost i f (e, D) ES —2H 3E, RERA 
东 可 以 通过 伏 德 拉 积分 算 子 联系 起 来 , 即 


fre, BF) e etae F K (æ, s)e™ds, (2-2-1) 
为 了 证 明 积 分 核 天 (o, s) HEETE, BG (2-2-1) y 
file, Bero 14 [^ KG, etas, 


A s—am-2y, sex, yO, 则 
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ms (2, k) -1+{" 2 K (w, z4-2y) e? "dy 


， 一 工 十 F B(s, y) e? "dy, (2-2-2) 
B(z, y) 22K (2, «4-2y), (2-2-3) 
将 (2-2-2) 代 入 (2-1-10) , 得 


f. B(s, y) e" "dy — E (g?Xs-» — 130 (s)ds-- 
i +| oo (eaae-o —1) g (s) ds FBG, a) e?" de 
-JibJa 
变换 积分 次 序 得 
| Jf [S aoas], 
Ja 一 k daf asf’ ermg (s) B(s, z)dz 


def” edy |” q (s) B (s, z)dz 
0 " ery-z 


- | " oP dy | | : a:| «B (s, 2) dz], 

由 传 里 时 变换 的 唯一 性 得 

B(a, y) -| g(s) def ae e Bs, z)dz, (2-2-4) 
esc SE y20,82H7; B (2-2-4) Be, y) 存在 且 唯 一 ， 
HAA 
| | B(s, y) | &e""n(z-- 9), (2-2-5) 
其 中 

q(z) -| [a (s) |ds, »(@) -f (s-z)|g(s)|de, (2-2-6) 

还 有 
=-q@), (2-2-7) 


ð fo 
à; P y) p 


0 
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或 AK (,2)=-La@, 
证 明 用 逐次 通过 法 , 令 
| By) =Ñ BÆ, y. ^ 0 (28) 


Bole, o) m rado, Bale, m f ef, , 960) Basle, Ds. 
' (2-2-9) 
用 归纳 法 可 以 证 明 
|B æ, WI < TO. sey), n>0, 
由 这 个 估计 式 推 得 级 数 (2-2-8) 绝 对 且 一 致 收敛 , 这 就 证 明了 解 的 
存在 性 . 唯一 性 的 证 法 与 证 明 方 程 (2-1-11) 的 唯一 性 类 似 ( 读 者 
可 自行 证 明 ), 由 级 数 (2-2-8) 包 得 不 等 式 (2-2-5).。 等 式 (2-2-7) 
的 证 明 可 直接 对 (2-2-4) 求 导 即 得 . 
注意 : HR MAI ESE AVE M E A RA Kila, i), E4 
f-(s, k) sesa f" Ki(s, s)e "ds; Ki(v, s)=0, sa, 
| (2-2-10) 
2.2 Flenwjaup-zcBurau-Magseuno 72/4 7; 32 (F-L-M AB) 
AERAN UBRO AER TERR 
命题 2 给 定 (2-1-67) 的 散射 数据 ST， 则 下 (z, y) WE 
I-L-M 方程 l 
Kl - F (aay) + (s, s)F(st+y)ds=0, y>%, (2-2-11) 


F(2) =F,(a)+F,(s), 
| F(a) s]. Re (orak, F4(2) = Bo, (2-2-12) 
证 明 ”改写 (2-1-27) 式 为 . 


VIL 
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(Tk) — 1f oo, K) = Rb) (f (m, E) ^67) + BL (he 
VG, ~k)-e™) 
t (e — f- (m, k)) 
Bp E IA T(-1, Rik), Jæ, k)—e"*, ot 
f-@, k) 对 变量 了 是 平方 可 积 的 函数 。 ym 时 ,对 上 式 作 传 
里 叶 变换 


=| Reo) —1f. (Ce Re™dk 


2 


= | Ri (Sale, P) -eeras 


20 J- 


1 - " 
Hum. AO 


ET tse ea 
十 于 | (ef (x, k))e'dk, 
F F.(a+s)K (s, s)ds, 
因此 


3| c0 —1) f- (s, ke™dk 
-[ Fats) K (e, s)dst+ Fy (a+y)+K (a, y), 


SALAMA REBUN, FUME hy ORR Oe 
RAE (a. rh T(E) —1 的 渐 近 式 及 约 当 引 理 知 
lim] (T (E) —1) f (e, k)e'"dk =0, 
故 得 
sz |. (0) -1) fC, Domay 


FIK 反 获 射 方法 39 


- sil. (T (k) —1) fo, Be™dy 
—iRes[ (T(k) —1)f (e, be] 


“Soap f- (a, th, eh 


t= > tb; TA wa 
Xi... tide 


= Se $5; ES NN 


K -rato 
ia (tk,) udo |. (s, 9e s 


= — Fale + y) 一 r K (g, s) Fa(s+y)ds, 


将 左边 式 移 到 右边 , 即 得 基本 积分 方程 (2-2-11) 
命题 3 对 任意 4x, 积分 方程 (2-2-11) 的 平方 可 积 的 解 必 存 在 
且 唯 一 . 
证 明 ”根据 积分 方程 理论 知道 ， 只 要 证 明 其 齐 次 方程 只 有 零 
解 即 可 ， 为 简单 起 见 , 写 齐 次 方程 如 下 : 
h(y) + |" F(y+syh(s)ds=0, (2-2-13) 
今 证 其 实 的 解 ROBENIE. WR RRS 


sol hè (y) dy-+ 3r | (有 I (s) ods| h (ay ]ae 


+3) ol | h(s)e-*#ds f-o 
j=l € 
令 
e) =|" (seas, (2-2-14) 


函数 p( 人 是 大 在 Imk > 0 的 解析 函数 , 且 连 续 到 达 边 界 , 由 传 里 叶 
变换 知 , 上 式 可 改写 为 . 


人 wCDw(- 有 Da 全 本 (De(Dp( 丁 
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十 iri Cp? (th;) =0, (2-2-18) 


A 
hg +R pk), damp) V ITR ET, (2-216) 
由 关系 式 
[sba() |3 Ha (A) |? 29 0D (7 1) 128 Qe C - 9 Q0, 
WI (2-2-15) 可 改写 成 
[sl lal?) die 3 oii) =0, 
由 于 pb) SB, 故 推出 == 0, | 
BA [e| oo B, (E) - 1-- (1), it SX 
ITO] =V ITR 
不 等 于 零 ,因此 由 (2-2-16) 推 出 g(h) 三 0， 由 此 推出 h(z) =0 
以 下 考虑 两 个 例子 . 
例 1 ST: (R,(k) =0, ik, — ia, of=20}. 
F (2) = Fal) + Fi(z) =2ae" 
I-L-M 方程 为 


K (v, y) [x (2, s)e-***vds-- 2 aen — 0. 


4 Kie, y) =pl), Wi 
p(s) To 2ap(a) |. eds — 0, 


sim — 2ae ^ a 
WA o@- Time Ke, 站 -一 人 


224. = —') 2 cach ĉar 
g(a) ds K (2, x) 2 a? sech ?ax, 


这 个 结果 与 本 章 1,3 Bop fl i RR, 
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8/2 = R,(k) = Tus hi, ot- B, 


Bet 2>0, | _ B $e 
zxo-| 了 
0, 2-0, 
所 以 220 Bf, F (2) =0, Alt, K (e, y) =0, 
«0 Bj, F(a) -Et 
T-L-M 方程 为 | 
K (a, y) cS iem «7 K (a, 95 16v ds=0, 


由 此 解 出 K (o, =F, 


q(x) = -24. K (a, «) ^ — 88(z), 
这 结果 与 本 章 1.3 段 中 的 例 2 结果 一 致 


83 KAV 方程 初 值 问题 的 解 
这 一 节 将 考虑 KAV 方程 初 值 问题 的 解 . 设 函 数 9 一 g(z, t), 
-2 ,9 
acae q- GL KAV 方程 为 
| di- 8¢qa+ Qaes =O, — cola, (2-3-1) 
Tl 
4lio-— g(x) . (2-3-2) 
UFER el, OXIDE £20 EIE PE (271-12) ,设想 Ka V 方程 
BUS g(x, t) EX Sehródinger 方程 (2-1-1) 的 位 势 时 ， 其 散射 数 


据 POD, 4), thy, CUO) HAE 的 函数 ， 我 们 将 讨论 这 散射 数据 的 
， 变 化 规律 IE MN 
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3.1 散射 数据 随时 间 的 变化 规律 
设 
—9u g(r, thp=re, . (2-3-3) 
BU g(z, t) =at fe, 
对 上 式 进行 直接 而 元 长 的 计算 可 得 引 理 . 
引 理 g(a, i), pC, t) RE (2-3-3), m 
(q: — Ogge T Gass) P? = Mp (PRs — peR)s, (2-3-4) 
其 中 
BR-9F ps — 3(G+A) Pe, (2-3-5) 
命题 (G.G.K. M 定理 ) Boz, DH KdV Jj S (2-3-1) 
的 解 ,而 且 g (2, 四 是 Sehridinger 方程 (2-1-1) 的 位 势 ， 其 散射 数 
据 为 RG, t), hy), 的 ， 则 散射 数据 满足 以 下 方程 ， 


dk, . 19. 
0o (2-3-6) 
2 
Het — Sij, (2-8-1) 
GR. _ girs -9- 
d m Bik Ra, (2-3-8) 


WEBB ”由 (2-3-4) 得 
349? + (p, — p, H), = 0, (2-3-9) 
A=), 是 特征 值 ,对 应 特征 函数 g 一 gp,， 由 命题 知 当 |w|->ce 时 ， 
2 及 其 对 六 和 的 各 阶 导 数 趋 于 零 ， 由 此 得 到 


"" pada 一 一 (9, Rs — Qu Rs) | 


FA, X470, E048 (2-3-6) 5X. 
FA Ant = 0 4 pnBrs ~- Qus Ra = es QE, 因此 


Sh 


Boe Rw a We $3. 


R,- eso 95; da--cip,. 0i 为 常数 ， 
由 此 得 


Pat 十 Quz 一 3 (g+ An) Pre = capal Ppr da-- C1P a, (2-3-10) 


由 于 o, EL ER, || noo, Be ps] 95? de 以 指数 赵 于 00, 
M |z|-~>co. {E R, 24 alco 时 以 指数 趋 于 零 , C090, Be 
(2-3-10) 改 写成 

FG, dr4- r (Pn Pree 一 2 Paz -3 AL ada = caf” pide, 


ER pa 24 94— IG ER, BRA, C 01:50, BW 
Part Prese — 9(Q-- 74) Qus = 0, 24 moo], HI — 1b B RTE BAI os 的 
浙 近 式 为 pam (Ee, 由 于 由 导数 的 渐 近 式 等 于 其 渐 近 式 的 
导数 , 故 但 | 

(On — HO, — 30.) e" = 0, 


即 fi die 0, XAET (2-32 XX. 
又 因 和 >0 是 连续 谱 ， ik o —0, 因此 %>0 时 ， 
Pit ero —3(q-- M) Pe = op| p dat ep, 
Rop=T f., 4 2——9o,18 
(T, -- i? + 36D) ein — c f eision )e-™. 


由 此 推出 oa 三 0, AL T- (46? e) T -0, 再 令 2 一 十 ceo， 由 于 
pul f~e 4- Rye", 从 而 得 到 
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Rye + (ép o — Rl?) --8 ieee i^ 
— 90k? Row = e, (o7 T+ Be?) 
”比较 等 式 两 边 得 
C1 Ak, R a4 R,—cR,, 
这 就 证 明了 (2-3-8) 式 , 附带 还 得 到 全 一 0 或 必 一 0. 
3.2 用 反 散 射 方法 求解 dV 方程 初 值 问题 的 步 又 
根据 以 上 讨论 ， 第 一 步 是 先 求 初 条 件 9(z: 0) 的 散射 数据 
ST:(R,(b, 0), tk, 07(0)}， 第 二 步 以 这 个 散射 数据 为 初始 条 件 
求解 方程 (3-3-7)、(2-3-8)， 得 到 9(z,， 纺 的 散射 数据 
ST:(R,(b, t) = R, (5, Oo, ik;, OF(t) = OF (0)e*), 
^O SbmubupDx RG, t), hy, 03( 四 为 散射 数据 ， 求解 基本 方程 
(2-2-11) 得 区 (z, y, D, RRS oe, = -2È K (a, a, D, B 


KdV 方程 初 值 问题 的 解 . 这 些 步 又 可 图 解 如 下 ， 
正 散 射 


Ra(—k, 0), ikp CX(0) ,以 它 为 初 
ERN 信 求 常 微分 方程 从 
7 (ej dt) = 84303, ARs (h, 四 一 
AR I-L-M 方程 的 解 。”BsCk, 0) 084"; dk, C2 (f) = C3 (0) eo, 

从 以 上 图 解 看 出 ， 上 述 解 法 与 用 傅 里 时 变换 法 求 线性 方程 初 

值 问题 的 相似 性 ， 设 P,(8x) 表 示 对 % 偏 导数 的 7 次 多 项 式 , 考虑 


线性 方程 


q(x, 0) 
EAR. 


g(a, t) E K (s, T, Ü— 


prn 02s (2-3-11) 
初始 条 件 uo=u(2) =u(a, 0), (2-3-12) 

用 傅 里 叶 方法 求解 , 先 做 傅 里 时 变换 
i(k, 0) = ^. u(w, 0)e?*da, (2-8-18) 


将 求解 (2-3-11) 、(2-3-12) 的 问题 化 为 对 变量 大 的 常 微分 方程 的 
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初 什 问题 ， 
a= P. (tk) u, (2-3-14) 
Uso ulk, 0). (2-3-15) 
M (2-3-14), (2-3-15) tih ú (k, D, FER] ft Er Bie 
uz, d=] i(k, De*dk, (2-3-16) 
NM cg 4-9 
DIIM ule, D. 其 图 解 如 下 : 
CEDE iCk, 0), 以 它 为 初 值 求 
ua, 0 一 一 一 -一 一 一 eae eem 
LEE EX a | -全 = pyatth) @ KRG (e, t) 


u(x,t) 

由 于 上述 的 相似 性 ， 因 此 反 散 射 方法 有 时 又 被 叫做 非 线性 傅 
里 叶 分 析 ， 其 特点 是 将 求解 一 个 非 线性 偏 微分 方程 的 初 值 问题 分 
解 为 三 次 求解 线性 方程 的 问题 . 

最 后 我 们 要 指出 ， 以 上 只 给 出 了 求解 Ka V 方程 初 值 问题 的 
方法 ， 至 于 由 此 方法 得 到 的 g(z, OLA ETN FAM, 还 要 仔 
细 讨 论 , 这 里 就 不 再 叙述 了 . 

3.3 无 反射 势 与 入 个 孤立 于 解 

it RQQE) 0, N REAR iki 291, 2, s N, Ra 
b> 0, 对 CRISIS TOR 6, (o) esat & U-L-M 方程 为 


N oc 
E lo, y) 6 2e em oj (et | K (s, s)e "ds — 0, 
Pe £ 


(2-3-17) 
Kl, OLO ^ (2-3-48) 
[RA (2-83-17) (BINE 及 (wz) 的 代数 方程 


AEDE 


hj(w) C Seat) ( 5— e = n= eo(t)e-we, (2-3-19) 
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& B=l+A, Il Ænxn 的 单位 矩阵 , B= (by), 


= AOL (4) ,- DEED 
A= (ag) = -( k; TE | ) 


busta —egh* biatb | 


1 [BaareDe pa, — eo baur tba, 
h(a) = sR 2,11702,0171, i n AN 


by att bni co” Dy arg un 
rn 《 ] 
ix — e (1)e; (5) ec te = — 0 on, WW A 
K (a, x)= n coh, (x) 


birdie bart Biya Ory | 


> 1 bs iba es «ba, i— REEN eit bey 
"fideB| : : , | 
| 


brabra bx EM 


bys i* ww 
1 € a 
-rH Us (det B) = Jog dot B, 
所 以 
2.9 d da 
g(s, ) = -2-5- K(x, e) = —?3 log det(I--A), (2-3-20) 
以 下 讨论 当 i-> 十 oo nh, gr, 引 的 浙 近 行为 . 取 常 速度 4 寻 的 
适 动 坐标 
Ema akye, (28-21) 
可 以 改写 为 
é= — ent, 8,7 48) — AR], (2-3-22) 
因此 有 5,750, 1&j&l 6,170, j=l 65,0, E jn, 28 V 固定 ， 
4 ioo, 
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ee 


ce (0) ce(0)cal0) aa -Rd 


n 


kitki — kitha R7 

e(O)e(0) e3(0) . M (0) eti 0 

1—1 | kst d kotha kath, 

Ala, Eje mere 
j=0 


€, (0e. (0) D... 1 Cr 7(0) eTit 
kit ky ^ TEC “brr ki 
1 


0 1 
0 1 
(25.)7 eye ha) T ee Chat Ba)? 
= fee TTT o2(0) | BF ha) (283) see (katki) 
jel : : : 
(krat ED Cy te) ot (2 kra) t 
(k) (kitko t ee ED 
+ Gel EHD QR) oe hath)? 
p=1 : : : 
dts) (s) ee QE) 
以 a4 (kitki) ATG AY Ux GE ET 


jayi = [H0 52 LEGS n 80 | 
Ale, v [To sett Af [12- Bie], t5 4- oo 
-1 
MATT e n dis pi 
其 中 Aj =I] e) TIG - 8) | [TIG +k) | 
P=1 ， t<j tj 
pi OO [Tp ER" 


Pr jel bk 


Kala, )= 247 dis (Bae) emo an aM RR 
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Ht, ioo 时， 
q(t, D) —2 k? soch? (kép 87), (2-3-23) 
Sy = - log Bj, (2-3-24) 


同样 方法 可 得 , 当 i> -oo 时， 
q(t, ~ —2 kjsec h?(k€,-+ 57) ; (2-3-25) 


TO 
ôi 5 log Br, Bi 2k; [IU EE (2-3-26) 


PFE, Bi- 00 IA ne Ph HRN Ek, EEH k BY I X 
子 ， 振 幅 由 高 到 低 排 列 . 由 于 振幅 越 高 速度 越 快 ， 后 来 的 波 赶 上 
前 面 的 孤立 子 相互 作用 .但 当 太 > 十 oo 时, 这 7 个 孤立 子 又 分 开 ， 
振幅 最 高 的 走 的 最 快 ,在 最 前 面 ， 然 后 , 又 按 低 到 高 排列 % 个 孤立 
子 , 形态 .速度 完全 不 变 , 只 是 产生 相位 差 


Nr Š k—k ' Şi i, 2 
ô= 6f —ó; P ETE, zlog Tr iE (2-3-27) 


Jil E51, ki=2, c2(0) =6, "m 一 12， ent 
| — (2[8+ch(47—641) - 4ch (22a 8t)] 
1) 07 “Teoh (e288) eh(Ss 380] — 
q(z, 0) = —6sech?z, 


hy 2 时 ， 
lim g= -8sech?(2z 321-81), 
lim g= —8sech?(22 —321--51), 
pom 
81 一 一 元 | log3, òt =- log3; 
当 ka= 时 ， 

lim a= — 28sec h3 (a — 41 — 87), 
lim g= -—-2sech?(z —4#-+ 01), 
gor» 


8; =log3, 51 —1og3, 


TIGE 皮 散 时 方法 99 


S4 AKNS 方 程 


4.1 反 散 射 方法 的 发 展 
GGKM 等 人 提出 的 求解 KdV 方程 初 值 问题 的 方法 ， 经 过 
归纳 推广 可 用 于 求解 其 他 非 线 性 演化 方程 ， 并 使 之 逐渐 形成 一 种 
系统 的 求解 方法 . 
P. D. Lex 发 现 这 个 方法 的 关键 取决 于 以 下 三 个 方面 , 
(D 首先 给 定 一 个 特征 值 问题 
Lo-2Ag, (2-4-1) 
其 中 工 是 与 9(z, OAKMRERF. 
(2) 设 特征 值 和 与 i 无关 , 称 之 为 谱 不 变 (isospectral), 即 
M=0, (2-4-2) 
(3) 再 找 一 个 合适 的 线性 算 子 AL 
g= AQ, (2-4-3) 
由 此 可 推出 
Loc Lo, = Lig Lig = p+ ip,=.Ap= ALg, 
因此 得 到 
L,= AL-LA=[{A, i, (2-4-4) 
WS LA, L] =AL- Lá KARR. 上 述 算 子 方程 叫做 Lax 方 
E. HA, 工 称 为 Lax 对 . 
例如 取 
L=—D+g(w, i), D= ái (2-4-5) 


A= —4D°+69(a, t)+8¢.(a, t), (2-4-6) 


代入 (2-4-4) 就 得 到 KdV 7; (2-1-1), 
BLA(2-4-5), RAH anti 阶 反 对 称 微分 算 子 ， 代 入 
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(2-4-4) 可 得 到 高 阶 KdV 方程 ， 例 如 取 
A= D? + b3D? -- Db tb D+ Db,, ba= - Zoe, 2p 


5 * t 
bi dg Gest 3g"), (2-4-7) 
可 得 5 阶 KdV 方程 如 下 ， 
gt -5 (Gereez — 10 Genz — 20 Jagra +30 Pga). (2-4-8) 


这 个 方程 也 可 以 用 反 散 射 方法 求解 (读者 可 思考 一 下 ， 著 
g(a, NRE (24-8), VL glo, 2) Wi Schrödinger 方程 的 散 
射 数据 随时 间 变 化 应 满足 什么 样 的 微分 方程 ), 因此 只 要 特征 值 问 
题 (3-4-1) 的 反 散 射 问题 得 以 解决 , 那 末 对 应 于 这 个 特征 值 问题 的 
非 线性 演化 方程 的 初 值 问题 原则 上 都 可 以 用 上 述 方法 来 求解 . 

在 50 年 代 ， 对 2x2 的 一 阶 常 微分 方程 组 (相当 于 Dirac 方 
程 ) 的 反 散 射 问题 已 有 许多 结果 ， 苏 联 学 者 3axapoB 与 Madar 就 
用 这 个 特征 值 问题 


1 0 Vd + 
bmi Tp ue q ) (2-4-9) 


0 工 一 多 q 0 
配 上 
Ig]? ig 
/1 0\ ga lp — 39 
A=—ip z+ TENERE. 
— We i—p 


(2-4-10) 
RAQ-4-4), BME, ARS A lr en E HL — 138: 9E 
方程 一 一 非 线性 Sehródinger 方程 ( 简 记 为 NS) 
$g,-t Yee t+ Q| u|?u — 0, (2-4-11) 
并 用 反 散 射 方法 给 出 了 它 的 解 . 
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————Ó 


4.2 AKNS 方程 
在 前 人 工作 基础 上 , AKNS 等 人 考察 以 下 更 一 般 特征 值 问题 
[Pe ~ ert apa, (2-4-12) 
az — Tpit $C p», 
其 中 4g=g(z, t), r=r(a, t), PR pi, pa BE t OEE J 
gi;— Ápı + Bgs, 
| Yo; = 094 一 402， 
JA, B, Oo, i, CRRA, HGO, B ou puie, X 
Pact = Pore ACE REE) WE A, B, O 要 满足 以 下 三 个 方程 
| A,=qge--rB, 


(2-4-13) 


q; — Be + 29 B+ 2Aq, (2-4-14) 
T,-— Ce 一 209£C 一 2Ar, 
将 A, B, C Ht CIA BU, 
A=Sal!, B- YU 0-3 Ok, — (24-15) 
j= g=0 j-0 
代入 (2-4-14) 比 较 CU 前 的 系数 ， 得 5,=6, 一 0， 比较 如 前 的 系 
数 ， 得 Gag — 0, One + 265, .1 = 一 2ga,, Cuz = 2àc, 4 一 2rd. Bi 此 定 出 
一 常数 及 bui, ou, MIERE, BIR RE HB au, 55, ey, 比较 如 前 的 
系数 , 给 出 非 线 性 演化 方程 . 最 常用 的 是 "= 3, 经 过 直接 计算 可 得 
2 1 f j 

A= ag? + as? - E (+ üsqr + 2 oj 十 + GaQr 一 + &3(9Ta—~ Ya?) + Go 

B = iasqU (as — dag) C+bag +S asg?r+ i Gas — d dee 
O = iaar? + (daar 4- Fare) tiar +5 a5gqr?4- i GaTe -- É asra 
. (2-4-16) 

g: -— s dere 一 697go) AC 一 2027) 十 jai9ge 十 20o9， 


和 一 一 1 G3(Teee—8 grre) LI @a(Tee— 2 qv?) + $a, — 2 aor, 
(2-4-17) 
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公式 (2-4-46)、(2-4 17) 中 的 系数 ao, a4, Ga, as 均 为 常数 ， 近 当 
选取 这 些 常数 , 并 取 g, 7 为 特殊 函数 或 9, 7 建立 一 些 关 系 ，. 上 述 
两 个 未 知 函 数 的 方程 可 化 为 一 个 未 知 数 的 方程 ， 这 称 为 方程 的 约 
化 ， 以 下 讨论 如 何 将 方程 (2-4-17) 约 化 为 一 些 物理 上 十 分 感 兴趣 
的 方程 . 
i) KdV Jj ff, 
Hi a9 4,0270, az= — 4i, r—1,18 
q-- 6gqa Gere =9, (2-4-18) 
ii) MKdV 方程 ， 
取 002,705 —0, a5 —49, r—9,13 
qe- 6g?gs-- Gere =, (2-4-19) 
iii) N-S 方程 
取 do 0,7850, a3 —2$, r= tg, 18 
qi dg, d ághg" -0, (2-4-20) 
iv) Burgers 方程 . 
取 do =a, =a =0, ag= —2, te=gr=( P z, 得 


y= Ugu — Ure, (2-4-21) 
同样 ,我们 可 以 将 A, B, O 按 C? 展开 , 例如 到 
=% pg.b git 42 
4A-T. B D [01 t (2-4—22) 


代入 (2-4-14) 得 
ae 一 二 gr) gei™ —4iag, ra= — ttar, (2-4-23) 
特别 取 
b 1 4 
Cr cosu, bem sinu, T= —-gq—- Ve, 得 
v) sine-Gordon 7j f&. 
Us, = SiN Ue, (2-4-24) 


į 


4 


取 0 二 cosh u, b= ~ce=-- sinh v, g-r-—,f$ 
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vi) sinh-Gordon 7j f&. 
Vee 7 Sinh, (2-4-25) 
从 这 一 节 的 讨论 可 以 看 出 ， 用 反 散 射 方法 求解 的 这 些 非 线 性 
演化 方程 本 身 就 是 一 类 线性 方程 的 可 积 性 条 件 ， 因 为 方程 (2-4- 
14) 即 由 可 积 条 件 ( ") ad 直接 推出 , 因此 这 一 类 方程 在 结 
Pol et Pal te 
构 上 应 具有 某 些 特 点 . 这 是 数学 家 陈省身 教授 访 华 报告 中 所 指出 ， 
他 也 谈 到 AKNS 方程 (2-4-14) 可 作为 李 群 SL(2, R) 的 结构 方程 
引出 , 从 而 将 这 类 方程 与 李 群 理论 建立 了 联系 ， 从 这 个 理论 出 发 ， 
可 以 很 方便 地 将 Lax 原先 假定 的 谱 不 变 情 况 推 扩 到 谱 可 变 的 情 
况 (nonisospectral)， 从 而 得 到 许多 变 系 数 的 非 线 性 演化 方程 , 也 
可 用 反 和 散射 方法 求解 ( 见 章 末 [8] | [18] ~ [22]), 


$5 AKNS 方程 特征 值 问题 的 正 散 身 
5 FEE RUR 
5.1 Jost 矩阵 
首先 将 $+ 中 的 方程 (2-4-12) 写 成 向 量 形式 
_, im {-- g(x) 
Pe Mp, p Nn) ) 


s ^ Mea) di 
以 下 总 假定 
ELO | dz. «co, MEO |dz«oo, j=0,1, (2-5-2) 
求 方程 (2-5-1) 满 足以 下 渐 近 条 件 的 解 


^ 


eG, D (0 je us o- (es, 


(2-5-1) 


0 一 > 一 Ce ， -> 十 cc 


9-(, E) ~ ( Ae | «o, D 一 ( : ) (2-5-3) 
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定义 以 下 矩阵 为 
_ Pit Pit Pi- 2-5-4 
(9-, 94) (= ^) PAP (f^ ^. (2-5-4) 
HUE (2-5-3) M (2-5-L) MP es Co, 5) 等 价 干 积分 方程 


[" == -| P (8) Gas (s, Cds, 


ga, et [ett (o. (s, Cds, (2-5-8) 
4 m-pue i, n= pe t, (2-5-6) 
则 (2-5-5) 改 写成 


mG, t) = - [retta )n(s, Dds, 
n(z, 0 -1- rm, Cds 


(2-5-T) 


或 者 
ne, D= 14 [ry [ese c Das lay. (2-5-8) 
用 逐次 逼近 法 ， 类 似 81 中 的 做 法 ， 训 证 明 当 Img>0 时 
(2-5-8) 的 解 的 存在 唯一 性 , ELA hr t st 
|m(a, D i <Io(2 Voa) Row), (2-5-9) 
Ty Bessel 函数 , Qu) =|" lalo) lds, Rola) =|" [eG | dz, 
X o- Be po p- 可 用 类 似 方法 证 明 下 面 命题， 
命题 1 (i) 当 Iml>0, 方程 (2-5-1 的 解 矩阵 (p_，9+) 存 在 
且 唯 一 , mH ep, e**p_ AR, 
(ii) 当 Im[«o, Jrf(2-5-0 K MEME (Ga, 5_) TEE H 
一 ,而 且 p, eo AR, 
Hx (DE q(2) —o(07 9), r(a)-0(e**), 60, fal 
eo, 则 解 p... p- 可 开 折 到 Imo>—e, p4, p- WIE 38 3) ImC- e, 
特别 , 当 ga), (0) ARERR, pe P-E E 全 平面 的 解析 函数 . 
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O) #90), (@ AWE, HENN e 导数 很 快 趋 于 零 ， 
则 对 pa v. 的 各 阶 导数 (5 一 5， 你 = = p ) 的 浙 近 式 等 于 其 
浙 近 式 的 相应 的 各 阶 导数 ， 
5.2 平移 变换 
设 
| p(x, D =| Kile, setas, 


_ 2-5-10 
924 (2, C) =o%+ Ks, s)e**ds, ( ) 
或 改写 成 ` 
m(s, E) = f K, (e, s) e 7? ds, 
- (2-5-11) 
nw, £) -14- | K (a, s)e-ds, 
BOTHDRAG S -7), 仿 $2 中 的 做 法 ,可 得 
Ky, + 9( ae de | qu)dy|“r @) KG, steta 


一 oda, 


K(x, s) = sf v(g (2 + 3 ae Froe f Fau 
Katy, s— 22: y) dy (2-5-12) 
ZEUG VETE TEA ERST ERK EEE, TR LY 
EH pe p-, p- 平移 变换 的 存在 性 . 
命题 2% 存在 以 下 平移 变换 


eo (en ranea rea 
| alm, s 

| ps, C) = NL e “+ K (v, s)e^"*ds, K (w,s) = (i N 
jee 5-(。) ek < 人 H (a, s)e-isds, H(2, $) = (Che n) 
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ls- (e, O= ( e NC (x, Seitds, H(x, s) — s 29) 


FA.(a,s) 
而 且 (2-5-13) 
[KiGe, 2) - — o6, Kil, a) - [a (rs, 
EM E a) =| g (s)r(s)ds, Ka(2, 2) = -rG, (2-5-14) 
4 -a 
jme 2) -- zl. g(s)r(s)ds, Hele, 2)7 3G), 
ER z)- - la), Hale, d=- g(s)r(s) ds, 
(2-5-15) 


4 [6| 9o, 有 以 下 渐 近 式 


Dis. 1 / 90 . 
9 (a, 5-(; je wg X xl CrP fone, 
1 i£ -| qis) r (s)ds 


pm, O= ( 1 ) e we 上 q(s)7(s)ds Jerem 
0 “uy 
=r (2) 
ọ- (a, s) _ ( Jet L 上 Hermes 
0 


r(x) 


i 

| 

| 

= tn WO ge 1 fe 1 ie 

[ee o-( ML "self areonf T" e gae 


$. — (p. (c, O), e-(o, 0), B= (pile, 0), oco, OD, 
(2-5 »-1T) 
WERE D, 5. KIIRI D] —1, |P, - 1, H D, ©, 是 基本 
RER, S Imeg=0 时 ,有 
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(£e E) =a(O)y.(@, D t bp. Co, O, nt 6_=6,9 
p- C)=b(L) pte, 2) -a(Do.Q, 0, 


j 


(2-5-18) 
Ap S way S BRE, 定义 为 
DCE) at) 。 
s- ° (2-5-19) 
(. a(£) " 


EX. 四 = Tel 则 从 (2-5-18) !&|06.|-1, |O,| - 1 3118 
| P3 Pa: 


pO te E), pike, 0]. DO = Eple, D, p- 0], 

alk) = [p_(a, E), p+, O1, EC) = [Lp_(z, ©, pi, O 

(2-5-20) 

MaR a(S) WEER (2-5-20) 及 本 节 命题 2， 立即 推出 a(2) 

在 6 的 上 半 平 面 解析 , Be(C)~1, 25 i6'oo, iif al) XE C FE 
平面 解析 且 a (5) ~1, 24 [C] 99, dr (2-5-18) 18. 

DODO +a(L)a(f) =1, (2-5-21) 

zi Imf>0, {di a(£) =0, W 

p- iw, C)=bp, (a, OD. b 是 常数 . (2-5-22) 
这 时 , 4 [m] co RY p, D), eco, OR DEC, 
A Imo, fit a(2 =9, Bil 
9- (o, D - bp. (o, D, b 是 常数 ， (2-5-28) 
这 时 , 当 [mico tht oie, D, p. (s, 5) 都 以 指数 趋 守 零 ,我 们 称 
这 样 的 < ALC 汐 方 各 {2-5-1) 的 特征 值 . 

以 下 总 是 假定 &(6), s(5) 的 零点 只 有 有 限 多 个 ， 而 且 都 是 复 
ARS. 下面 进一步 讨论 对 应 于 此 特征 值 的 特征 函数 的 归 一 
化 因子 . | 

设 全 是 a() 的 一 个 零点 ,出 

M — itp- + q9-s, [n7 ibp t gpa 
P-a TP 959. Pias = 7941 96 Psa, 
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{eee —4p,.—- oat IP +2, 
Quac Tpit rat Deus 
推出 
£ (9419-2—9429-1) = 4 ip, p-] = —4(Ps1p-at Q«29-1). 
d do 
同样 方法 可 得 
pes — pip) 一 Zip, p-] EAGT dP 。 
以 了 两 式 分 别 从 -到了 及 2 到 L1, IR BU Y oS 
TERA, IES 1-200, 18. 
—a(£) incl TM 9-]-- [9., 2-1h.;, 


- if” 36 (n, Lose, Cod, 
令 
aU Jo} ^. 8b , 
s- [2| La pate Qe] =k. (2-5-24) 
Cj= DNO t)9sa(2, Gde] — aay: (2-5-25) 


a 
我 们 定义 
P(g) ERU) E Imé-0, b, €;, j=1, 2, MEE i, Im{;>0 
gp a(g) | 


PO - P, mto, G, &, j=1, 2, =, 1, Imo 
a(i) 
(2-5-26) 
为 AKNS 特征 问题 的 散射 数据 . 
Mire Fg" 时 ,Jost 解 .平移 变换 核 函 数 及 散射 量 之 间 也 存在 
某 种 关系 ， 以 下 列 出 这 些 关系 ,读者 可 以 自行 证 明 . 
(tse. o). ( p(o, C) ) 
+ Gale, 0/7 Von, C) 
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- 9 -1(2, C) tpt, C") 
7-7 (E a(£, p) ( ei, ty) 
> _ KG, y) _ K5(s, y) 
Kc, o-( Kale, y) )-( Kt, y) ) 
alt) = artt), BL) = EOE’). 
Mp r= g" it, (2-5-1) 是 对 称 的 ,无 复 的 特征 值 ; 当 7= 一 g* 时 ， 
WY C= C5, =e, i=l, 特别 当 7= 土 g( 实 函数 ) 时 ， 
一 palo, ~-f) 一 Fp_a(a, —C) 
pà Its ME P- -人 ~p-s(2, B4 
a(t) =a(—£), b(D- xb(-Di r= -g B, G7 — 0,60, 
7 一 7 
5.4 「_- 工 _M 积分 方程 组 
这 一 段 主要 讨论 给 定 散 射 数据 (2-5-26) 后 ， 如 何 恢复 AKNS 
特征 值 问题 (2-5-1) 中 的 位 势 9(z)，r(z)， 
E38 A 


F (2) — Fi(2)-- Fala), F (o) =F, (2) +F (a), 
F(a) = P| petal, Fela) = ~Zee*, (2-5-27) 
及 人 = 本 了 | pled, Fea) = Seer, 


则 . 
i "— s) F(s-+y)ds=0 


K (2, y) -(5)Fe*o-[ K (2, s)F (st+y)ds=0, 


| (2-5-28) 
证 明 将 (2-5-18) 的 第 一 式 改写 成 


(4-1) 9-(. £) 


MeFi ey 
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-eOe D (0) eo (enn ters) 


一 I ) ete 十 I Jet. (x, s). 
0 0 
与 3.3 段 推导 [LM 方程 的 同样 做 法 得 当 ye 时 ， 

sz|_[4-t]e-@ Derat 

= | Ke, s)#'o(s-y)ds+ ( 1 ) Fi (aty)+K(a, y), 
上 式 左边 化 为 尖 路 积分 得 

1 ffl gà x 
Fr lla P-E, Dedit 
=iRes| (二 ~1) -@, Oe | 


a 
DN ibp (t, 6) e 


mi al) 
= 3 ii 0 je K(x, s) eteeds] 
j=l 1 e 


= -(1) Filety) -['KG, s)Fa(s+y)ds, 


上 式 移 到 右边 即 得 (2-5-28) 的 第 一 式 . 
将 (2-5-18) 第 二 式 改写 ,用 同样 方法 即 得 (2-5-28) 的 第 二 式 ， 
积分 方程 (2-5-28) 的 解 未 必 对 所 有 的 = 都 是 存在 唯一 的 . 例 
如 , 当 o(0) - p (5) ^0, 上 上 、 下 半 平 面 各 有 一 个 特征 值 入 (JmX>>0)， 
和 (ImX<0) 对 应 的 妇 一 化 因子 是 c M e, 积分 方程 简化 为 


| K(s, y) - ( 0 je _ [x (x, s)ce^* dg =0, 
1 € 


K(s, y) - ( 1 ja - [K 9ierseoas=o 
0 3 


BIE RR HA ui 


令 K= ( eee K= ( K, o, 


Kal) Kale) 
"O0 (ol) Goin 
Ga) (0) eco iie" 
解 代 数 方程 得 


nire 


K(x, y) 一 ET dece? egi 0-3) g- inv (x _ A) -1 


re - y- 4 — dece rgo ay gos (A 一 A) -1 
Kale, D) = Leenen, 
其 中 
PEAT 
4=14+ 5 “o- 
EIE (2-5-29) 


M 4-0 时 ,这 个 解 有 奇 性 ， 
可 以 证 明 , 4 r= —g* Bf, FL E g (2-5-28) SHELL v, CHR 
都 存在 且 唯 一 . 
在 上 述 例子 中 ,车 40, 可 得 
9 (7) = ~—2K1(%, 2) = cie 
r(z) = —2Ka(a, æ) = = Bee (2-5-30) 
从 (2-5-13) 得 


plo, D) = 的 e | K (2, s)e**ds 
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— eg 958 


J u 4 p^ (4-X2 六 (2-5-31) 


ACEA (AA) 
g(a, E) = (5) et È" K Qro tas 


eega- Xx 


jpo apom 
E 107 0979 ee (2-5-32) 
4AA) 
4 v —- co, 
0 iL 
P+ (x, 0~| gan Jor, p(s, o» [ite (2-5-83) 
CA! 0 


从 (2-5-18) 解 出 
[e O -b5(Do.(, D -a(Do.(o, O, 
pilo, 0) - a(Do- (a, D - (9 (v, È). 


4 s — oo, 


, ` Drv56(oj «c (- je (2-5-35) 

pale, DEO (oe te (2 lor 

比较 (2-5-33) +5 (2-5-35) 44 
EO =E) =0, Lo =, 

这 说 明 特征 值 问题 (2-3-1) 的 位 势 取 为 (2-5-30) 时 ，p() =0, 


p(D =0， 这 个 系统 有 了 两 个 特征 值 ， 分 别 为 5=X(Imx>0)， 及 
《一 (mi<0). 


 (2-5-84) 


at= EEE, (2-5-36) 


STE 反 散 射 方 法 113 


86 用 反 散 射 方法 求 AKNS 方程 的 解 


这 一 节 , 我 们 将 讨论 在 给 定 初 条 件 
g(2, Diso=g (2), 7 (0, E) fezo=r (a) 
时 AKNS 方程 的 解 ， 我 们 将 主要 讨论 方程 (2-4-17) 和 (2-4-24)、 
《2-4-25) 方 程 的 解 ， 由 于 上 述 方程 在 应 用 上 是 十 分 重要 的 , 而 求 
解 的 方法 又 带 有 普遍 性 ， 与 85 节 类 似 .首先 要 求 出 以 初 条 件 
g(a), 7(2) 为 位 势 的 方程 (2-5-1) 的 散射 数据 ,然后 求 出 当 (a, t) 
rle, HER AKNS 方程 解 的 时 候 , 其 相应 的 散射 数据 随时 间 的 变 
化 规律 、 最 后 由 1-L~M 积分 方程 组 ,根据 散射 数据 来 恢复 
q(@, t), r(e, 从 ， 下 面 将 讨论 散射 数据 随时 间 的 变化 规律 ， 
6.1 散射 数据 随时 间 的 变化 规律 
首先 将 方程 (2-4-3) 也 写成 向 量 形 式 
oNp, S-(5 7) (2-6-1) 
由 (2-6-1) 与 (2-5-1) 的 相 容 条 件 9:—9:1, WHA AKNS 方程 
(2-4-14) 为 矩阵 形式 
M,—-N,+MN~NM=0. (2-6-2) 
由 (2-6-2) 很 容易 证 明 以 下 事实 ， 
E p 是 (2-5-1) 的 一 个 解 ,gp 又 满足 (2-6-1), 则 令 
p= 9p- No, (2-6-3) 
也 是 方程 (2-5-1) 的 解 。 也 就 是 说 , p 可 表示 成 (2-5-1) 的 其 本 解 
的 线性 组 合 , 以 下 要 不 汤 应 用 这 个 结果 . 
由 于 我 们 只 考虑 方程 (2-4~17)、(2~4~24)、(2-4-25), 这 时 从 
方程 记 对 应 的 4，B，O 看 出 ， 当 9，7 及 其 导数 很 快 赵 于 零 时 ， 
有 
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对 方程 (2-4-17)， 


A = asl? + dal? 2240 a0, (2-6-5) 
对 方程 (2-4-24) fil (2-4-25), A 为 
4 -去 ， (2-6-6) 


取 Jost 解 p- 一 p-(z, 0), Bit 
p_i:— Np. —o9. (e, C) 十 oag (x, oO, Imi =0, 
令 a-» — oo, ff 


A 0 1 1 . 0 Y. 
-( ~ X ) eT ET gg, ( e+ Gig ( er 
0 -4 八 0 0 —1 


比较 两 边 系 数 , 得 
03770, o4 一 —A. (2-6-7) 
FES 2 + 00, 得 
de 
dt * A 0 qe -ie ~ [aa Us 
~ . =—A 
ab, P aJ. ) Gus) 
dt * 
比较 两 边 系 数 得 
da _ db oF P 
A09 gp 2A, (2-6-8) 
用 同样 方法 可 以 证 明 
da _ db ay PU 
uc? u 24. (2-6-9) 


当 是 特征 值 时 , plin C=C,, Imlj;>0, 取 相 应 的 妇 一 化 特征 
BR pla, C), 它 当 |z|->o0 时 指数 地 趋 于 零 ， 而 另 一 线性 无 关 的 
解 必 指 数 地 趋 于 无 穷 大 , 因此 ， 

g(x, E) -No(a, E) -ap(a, 0) (a 为 常数 )， (2-6-10) 

上 式 写 成 分 量 形 式 后 分 别 乘 92(z，5;), p, ORAM, E 
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Gi -4@)o0,7=0 
归纳 上 述 结果 得 以 下 命题 
命题 Bao, D, rw, t) (Sao a, r=, Ra, 


aacra o eso La i a9 


q, T 及 其 导数 当 |zj 一 ce 时 很 快 趋 于 零 ， 当 二 -0 时 ，g 一 g(%)， 
r=r(@), MAL g), 7(2) 为 位 势 的 特征 值 问题 (2-5-1) 的 散射 


数据 为 
.(o(6, D), Imf=0, £, Im£;>0, ¢,(0), j=1, 2, l 
(S): 7 D), Im¢=0, Ë, Iml,<0, (0), j-1, 2, =e, 小 
BBA, Lh q (m, 四 ,7(w, 如 为 位 势 的 (2-5-1) 的 散射 数据 为 
eG, t) =p, Oo 2, by, ImL,>0, 
GA =6;(O)e F469" j=1, 2 
pl, =p, 0)e4*, 7, Imt,«0, 
G -e,(0)e4«»*. j=1, 2, ... D 
6.2 J^ BNBASTITM 
1. N.S 方程 
这 时 ,9= —v*, p— p—0, —A4 IET Cet IAS, A470, B 
一 个 特征 值 为 “一 和 一 约 。， 对 应 的 归 一 化 因子 为 e 及 c=e*， 若 
t=0, 则 为 e(0), 于 是 有 
c(t) =0(0)e 246 =6(0) EMT Ls ECD) GHG ADE, g-Srraai 


代入 (2-5-30) 第 一 式 , 并 令 一 (0) = 1o(0) fe, 
mL L, 


(ST): 


pu 
g (2, 1) =2 A 


-304 401—415 (v) sech (2 Nw —8 Ahat — to). 


(2-6-11) 
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这 个 孤立 子 为 振动 载波 的 包 络 , 其 振幅 和 波长 依赖 于 Aa, 其 速度 为 
4M. 

2. MKqV 方程 

这 时 g — r, M HEKA Be, AREE R RE AT STE EP SEE 
Tei B ME HHL, ifi E. o As, C= — 9, IAAT em oe, 令 


SD mot, 由 (2-5-30) 得 


g(a, t) = —2Agsech(2 Age — BME —29). (2-6-12) 


REHEAT, 振幅 和 波长 依赖 于 Aa HEREA 422 
3. S-G 方程 


EA r-o- e, MRR, HEM LHe, 
L- its, HOT Mad 4 GO) 一 en HI(2-5-30) 
得 


q(x, £) = —2ysech (2240+ t -«), 
2 Xa 


ule, i) =4 igt 9) on ag (2-6-13) 
作 变换 sx), te -U, 
方程 (2~4-24) 变 为 
Ure — Use? Sin u =O (2-6-14) 
umd dg iati ciiam], Ly] <I, (2-6-15) 
其 中 a? = TH (2-6-16) 


| 3S4 a0 n+, f u(— ee, t) =0, u(-- eo, t) 22m, 这 组 解 
AAMER. ~4a<0 REC —, # u( oo, 7) - 2m, u(-boo, t') =O 
这 组 解 称 为 反 扭 结 解 。 
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6.8 r- -q 为 实 函数 时 的 纪 个 孤 立 子 解 
Ry, Kile, y) =K, y), Kate, y) = Kile, y), G7 
i, 1470, G= ih, 6-6, WEF (2) =F(2) = > oe" | 因此 ， 
RER T-L-M 积分 方程 (2-5-28) 中 的 第 一 个 方程 
Ko, DEIN s) F (s-- y) ds -- 0, 


. (2-6-17) 
— Ki(o, y) +F (ety) +| K(x, s)F(s+y)ds=0, 
令 (e y) - Pi (z2)0(y), i~1, 2, (2-6--18) 
F (ay) - VT (2) Oy), 
其 中 上 、 下 标 人 表示 转 置 . 
P? (a) = {Pu (8), Pale), =, Pala)}, (2-6-19) 
D(a) emt, OM, PY, (26-28) 


yT (2) = (ee, C367 7, ses, Qe ^y, (2-6-21) 
则 积分 方程 组 (2-6-17) 化 为 代数 方程 组 


(P (a) +P} (x) Mz) =0, (2-6-22) 
— Pi (a) +O" (e)+ PT(z)- M (a) =0, 
M (a) ~ f. d (s)W" (s) de MT <2 . (2-6-23) 


解 方程 (2-6-22) 得 
[Re - e). (2-6-24) 
P} (e) = V" (z)- M (2) D (2), 
g(a) = --2 Kr, 2) = - 297 (2)D7(2)9(2) c2 Tr ME p 
(2-6-25) 
其 中 
D(x) -14-M(a)-M (a), (2-6-26) 


由 Kae, 2)- L|. grde 推出 
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g^ (v) 一 2 Ka Gr, c) ， 2. 6-27) 


Kalu, x) =P? (2) O(a) = —U"(z)- M(a)-D* (z)b (c) 
= —'r(d(z)T(s)MQMD'(v)) 


rn d ; - 
Pr E M(x) + M (a) D (e) | 
= — Tr LN rie fJ) 5 4 | 
T EG D(z) | 
= — P. [igdot D(a) 1, (2-6-28) 
g-ig 2-7 _[ Kale, x) EK. (zx, 2)] 


eade A anar pisi Mp di 


d.c 
dM 


= 23m [22 


we 98 d [s NE 2M fj I- M) | 


da. i 


(M 4-8) D^: 1 


- ~ 26 In de(T iM). 
1 Imdet(I —àM) 
Redet(I-- 4 4)* 
(2-6-29) 


=—2 2 —àM)] -2 2 ig- 
q 2 [Im In det (ZT iM)]=2 -z tg 


这 就 是 ”个 孤立 子 公 式 . 
利用 公式 (2-6-29) 进 一 步 讨论 8-G 方程 的 孤立 子 解 ， 
1. $5 =F 
d. e(0)e ™ E 
对 于 M= Si 


4 23-2, XO. =o, 则 Mae es 


Ht, Im det (I~iM)~--6 775^, Redet(Z 4M) ~1, 
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4 ae !—8 » 
ui (2-6-30) 


a 一 = ~i, m HBE 


O2 7 BA, 


"A Ly a (dže y 
DANT 9731-7)? 


经 过 运算 得 
Redeli(Z — —6 AL) = = {-£42¢ 一 (于 927 一 ee BU 
Im det(Z—é$M)--— mm pg m 


HA =the), i- 16-0, 


i 
u-4ig ane (2-6-31) 


Po | 2 7 
veh JT 一 人 tö) 
这 是 两 个 扭 结子 作 相 关 运动 . 

3. FAFE 


A vá Co 
* V L=? 时 ， 
d= a (c-- 6 4/1 wo) 
i | Toa 
M=- ay (o ON 1—o?). 


这 两 个 特征 值 互 AA ME. 由 (2-6-31) 算 得 


_ sin wtsech (~ I— 7 l—o's--8), (2-6-32) 


u-4lg Ni 4 
这 称 为 呼吸 子 . 


S7 离散 的 特征 值 问题 与 Toda A% 
前 面 几 节 主要 考虑 微分 方程 的 特征 值 问题 的 正 散射 与 友 散 射 
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问题 , 以 及 相应 的 非 线性 演化 方程 的 解 .如 果 将 微分 改 为 相应 的 差 
分 ， 那 来 就 将 原来 微分 方程 的 特征 值 问题 化 为 差分 方程 的 特征 值 
问题 ,通常 也 称 为 离散 的 特征 值 问题 . 这 一 节 将 通过 Toda dà $7 
程 所 对 应 的 离散 特征 值 问题 简单 介绍 这 一 类 问题 的 反 散 射 方法 ， 
7.1 Toda 晶 格 方程 及 其 lax 对 
Toda 晶 格 方程 是 一 个 描述 粒子 最 近邻 之 间 具 有 指数 相互 作 
用 的 一 维 粒 子 链 的 动力 学 方程 组 
E CR (2-7-1) 
随后 人 们 发 现 ， 可 以 用 相应 于 一 个 离散 的 特征 值 问题 的 Lax 
对 导出 (2-7-1), 其 中 
Lf (nm) -a(n—1)f (n 1) +a(m) f (n-- 1) -b(n)f (9) 
=Af(n), (2-7-2) 
film) =A f(r) = a(n) ft) -a(n—-1)f(&—1), (2-7-3) 
XB, a(n), b(n), f (n) MEMS t MOL BH, —co<n<co, 
a(n)>0, 
24 [n |-»oeli$, a (>, b (0) 90 很 快 ,而 且 


X G+ n|) lm -1]«9o, E + [aD ld | eo, 
(2-7-4) 
ABR, 由 Lax 方程 , S BE UH 


l a(n) =a (n) (b (nD —5(n)), (2-1-5) 
b(n) — 2 (a^ (n) - a? (n—1)). 


如 果 令 
a(n) -i 6 (n7 b (n) sr -4 P -1, (2-7-6) 


则 (2-7- 4 ATi f (271-1), 
Qt = P,, 卫 ,= 一 (g^ (942790 e 797942) . (2-7-7) 
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7.2 离散 特征 值 (2-7-2) 的 散射 问题 


令 


i-r, (2-7-8) 


与 微分 方程 的 特征 俯 问 题 类 人 可以 证 明 ， 在 js| —1 HAA 
满足 以 下 渐 近 式 的 对 z 解析 的 Jost 解 
(e gms, ROO, (2-7-9) 
f-(n, tj e: ?, n> —- eo, 
在 |z| =i gg JA DEDE E, fit, 2), fila, 27) 5 f (n, 2, 
f-(Q, 27), EJ BR (2-T-1) 的 基本 解 , 因此 ， 
[fe 区 一 CO DADO fn, 2), (2-1-10) 
f-(n, 2) =a) f. (n, 27) - bf mn, 2), 
w E. la(z) |? — [b (2 |? 1, (2-1-11) 
同样 可 以 证 明 , cie] 一 1 的 单位 赔 内 ,a(s) 只 有 有 限 个 单 重光 
AK, WH m -1,2,--,m), HRs 的 归 一 化 的 特征 函数 记 为 
Cn, 2), Bl 


5 Om, 2) =1, (2-7-12) 

而 县 当 ntok, CO, 2) ~er, e. (2-7-18) 
定义 其 散射 数据 如 下 ; 

ST:| Riz) = Mr le [=1, 25, 6, j=0, 1, 2, + ar 


上 面 讨论 下放 对 问题 以 下 讨论 给 定 ST (2-7-11) 后 如 何 恢 
复 &(m) ,5(w) ， 与 连续 情况 类 似 ,要 给 出 离散 的 [-L-M 方程 , 令 


F(m) “gaf BOM ‘det dij, (2-7-15) 
k(n, m) +F (n+) + A, Lo nF 4- m) 20, m7, (2-7-16) 


定义 
K (n, n) 7 =1+ F (2n) 十 > han, WwW) FP Q9), (2-7-17) 
h ath 
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man namamana ees. 


则 
i K (n4-1, n4- 1) 2-7-18 
a(n) = K(nu) ' ( ) 
bl )--1 LK (n, 1)K(n—1,m)- Kin, at AK (n-1, n1) 
n Ka-1, v-i)Ku,n (2-7-19) 


ALANI, 以 下 要 讨论 散射 数据 随时 已 的 安 化 规律 : 
z; (t) = 2; (0), 
"PORHOP ES (2-7-29) 
Ra, 1) - R(z, Oe | 
因此 ,对 Toda ik tee 77 EAER BEF 
给 定 Qa CO), P.(0), Bi (2-7-6) 计 等 mm(0), ba C0), HE (2-7-1) 
的 系数 计算 散射 数据 ST: (RS, 0), 5, (0), $71, 2, -, 1}, A 
后 由 (2-7-20) 得 SY: LRG, D, s c(t), 61, 2, e, DARA 
(2-7-15) (8 F (m, t), BR I-L-M 方程 (2-7-16)、 从 (2-7-17) 得 
K (n, n, 站 ,然后 由 (2-7-18) , (27-19) KW a(n, D, b(n, D. 最 
后 从 a(n, i) E Q,G) IS, Bt (2-5- 6) 88— SR PUT BR SE, 但 这 问题 
很 容易 克服 .例如 , 用 5(1, GE Po 人 及， 然后 由 方程 @o= Po 定 出 
Qo lt), KH FE Q. (就 确定 了 . 
7.3 7 个 孤立 子 解 
i R(, 0), Re, D RAE, 则 
F (am) -> ej. (27-21) 
4 l 
E (n, m)-2 GATIT, | (2-7-22) 
H (2-7-21) , (2-7-22) (RA T-L-M 方程 (2-7-16) 中 得 
Seer | arces X ORD: ma. 0, m>n, 
由 此 得 到 对 AT 的 代数 方程 组 
Atte t+ ena. L0, geo, 1, +, 1, (2-7-23) 
$39 L—2g, 
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det RW 
——— LL 7-24 
det(I4-R,)' (2-7 ) 


其 中 了 是 1 十 1 阶 单位 阵 ， RY 是 矩阵 R, 的 第 了 列 改 为 — (e, 
‘, cet)? , X8 PE R, 的 元 素 为 


Raim C0; 


Aj- 


gentle dub 


oT o (2-1-25) 
由 (2-7-147) 得 
i ol nl 
K (n, n) e143 oat D coi Apes a, (2-7-26) 

为 将 Ca-7-36) 简 化， 把 方程 (2-7-23) WB i CHRR cat, 
并 对 之 求 和 得 

Dodit D due D odp TEE” -0, (2-7-20) 
AA (2-7-27) , 则 (2-7-26) 可 写 为 


K (n, 1) -3 一 二 -3 Y V (2-7-28) 
为 了 将 上 式 表示 成 两 个 行列 式 相 除 , 注意 到 
(R,_1 一 R,) ij CO. (2-1-29) 


又 因 det (T + BR,-1) ~det[(1-+ R) — (Ra-1— B,)], 
等 式 右边 是 det(L-- R,) 再 加 上 I+ Rk, 中 的 一 个 列 或 更 多 的 列 , de 
为 相应 于 Raa Ra 的 列 元 素 的 所 有 行列 式 之 和 . 因为 行列 式 中 
有 黄 列 成 比例 时 , 此 行列 式 即 为 零 , 由 (2-7-29) 式 知 上 式 右边 只 要 
留 下 TB 中 只 换 有 一 列 的 行列 式 . VA 

ez det (RP) = 一 00 43det(T 十 六 ， 


故 det (1+ R,-1) =det (1+ R,) (1— i og; A?), 
因此 (2-7-28) 可 改写 成 
K (n, n) = Seb + Rd (2-7-30) 


det(1- R.) ° 


EO Rem SA 12$ 


4 v= (vo, …, v), B] 
一 一 i 
vAQUT- SS ooywitN 3 ep 
i, $20 


oo 1 
-È [Sew s cho, 


k-0L4-0 
Rie, R, 是 正定 的 , 故 det(7T 十 忌 )>0， 令 pu=dei( IAR), H 
(2-7-18) 和 (2-7-6) , 4& 1+1 个 孤立 子 解 
Qn 一 Qua =o Qogj, i logi, : 一 2 log) . (2-7-31) 
如 果 散 射 数 据 中 只 有 一 个 特征 值 *>0, se’, o0, 归 一 化 
因子 ex ce? 再 令 c 一 6 VW 一 w+ 二 In(1—e^9»), MJ 
€?;7 9^1 — 1 — sh? wsech? (no-t ish c — k — s), (2-7-32) 
Xj AKNS 系统 离散 后 的 特征 值 及 问题 的 讨论 ， 可 参看 章 末 
[7], [23], 


$8 K-P 方 程 及 其 反 散 射 解法 


RayoMHeB-IierBatIrBHIHE 方程 
Urt 6 uuz-- uesa 307 D up =0, g*— +1, (2-8-1) 


其 中 u-u(m, y, t) p-f" da, 


A KAV 方程 向 空间 二 维 的 自然 推广 ， 这 个 方程 简称 为 K-P 
Fi, 5 =i kj, RA K-P (1); 4o=—1 时 , 称 为 RK-P(ID. 
HF (8-1-1) J& 5i PESE fL IR] JE | 

opyt Pret (Uta p0 (2-8-2) 
相 联系 的 ， 因 此 要 考虑 空间 二 维 的 反 散 射 问题 ， 仿 微分 方程 
(2-8-2) 的 解 要 通过 格林 函数 化 为 Fredholm 型 积分 方程 , 因此 在 
Wit BH LY, 要 借助 于 Fredholm 型 积分 方程 的 理论 . 另 
外 , 以 下 将 需 到 当 o) Hcr -iRi, 方程 (2-8-2) 基本 解 的 性 质 
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有 很 大 的 不 同 ， 因 此 我 们 对 玉 -P 了 (DD 与 K-P(ID 将 分 别 讨论 ， 以 
下 我 们 总 假定 函数 u(x, y) 50 很 快 , 当 o, y 充分 大 时 ， 

8.1 方程 长 -下 ( 世 及 其 反 散 射 解法 

16:7; 2 (2-8-2) p, &A=0, HS 


p= gio (2-8-3) 
则 方程 (2-3-2) 化 为 
uyt hest likts = — uu, (2-8-4) 
先 求 以 下 齐 次 方程 的 格林 函数 ， 


iGj+Gret2ihG,=~8(a@—£)8(y—n), (2-8-5) 


G-E, yw E) m | das**-g(y—n, b, a) 


giatv-m 


gy —n, k, a) = 22i sar] py (2-8-6) 
E k=krtikr, 函数 g 通过 Kr 一 0 时 有 了 跳 量 , 我 们 用 9, go 分 
别 表示 kr 之 0 和 kr <0, 则 
goer —H(»-y) «20, 
H (y-n) a<0, (2-8-7) 
HYy-n) «>0, 
—H(g-y) ««90, 
ix H (2) & Heaviside 函数 , 即 H (s) =0, 当 z<0; H(z) =1, 4 
970. RA g+, g^ 分 别 在 >>0 K k< 是 的 解析 函数 ， 利 用 
格林 函数 得 到 方程 (2-8-4) 在 如 之 0 及 kr<0 时 的 两 个 解 


ute, y, b= Hex dn u da r dé 


g | 


-f ao {dae f7 at)o a, k, a8, y 
3)", MuE, m, E), (2-8-8)* 
wendag nhf 
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-f dn l da | dë JOa, k, cu 
—£, y—mu(£, 9) Hu (£, T), b), (2-8-8)7 
这 里 Q(a, B, z, y) z&exp((?(a— 8) s —4(o? — 85 yj. 
定义 
TG, D= -—Ha- bo [faena k, ~E, mu, v) 


， "ut (E, 7) k), 7 (2-8-9) * 
“Tb, 1) = -HG-D|| dédnQl, b, —&, —n)ulé, n) 
H (£, N, k) ~ (2-8-9) ~ 


By (2- 8-8) KF 2g 
pr Cp, y, $) =] mm Á dn r D r dé QU, k, »—£, y 
—3)u(£, r) u* (£, n, E) 
+{" TU DQG, k, e, y), (2-8-10)+ 


n7, y, E) eL B dn [. di | - dEQQ, byw—é,y 
— nus, DH (E, n, k) 
«pr. T (5, QU, k, æ, y)di, — (2-8-10)- 
BAT, 有 =T+L 及 一 人 J- 及, 而且 当 如 =0 肝 , 令 


p (a, y; E) —uw (e, y D=| n- (a, y; Df a, AQ, 
h, v, y)dl, (2-8-11) 
Ji AA (2--8-11) & (2-8-10) 得 
[uc y, DFG DQG E, æ, WA n*(s, y, h) - n7 y, P) 


oo 


xf o [fase om bee, 
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—n)ulé, mu (E, n, p)f(p, E)Q(p, b, £, nlp 
十 LIC DQ, k, x, y)dl 


ce 


-if dn f | | dédldpQ ll, p, z—£, y 


—n)uls, DH (Es n, DS DRP, k, 2, y) 
+| Tk. DOU, k, æ, y)dl, 
另 一 方面 ,从 (2-8-10)- RA f (pt DQ, k, e, y), 对 p 积分 得 


NC (5, y, p) f (o, WR, k, o, D dp 


= [7 fie, Qo. 2, y)dp 
o - qp | 
Sal. dn f. di f. di | apod. p,z-é,y 
—n2)w(£, DH (E, n, p fio, EQ(o, b, x, y) 


+ f(T- c. Df (o, bG, Po ©, 1) Q(e, k, v, y) dedi 


1 
EN 


一 ce 


比较 以 上 两 个 式 子 , MASE 有 要 满足 的 积分 方程 为 
FL B+)" I, Df lp, dp T s, D. 
如 果 令 

K* (æ, y, €, n E) (HG da 
— Hm [aa)Q (te. bom 

—€, y—5w(£, n) kr=0, 
E-e, v, 6 m D) m (H W- |" da E 

0 


=H a-y) f deo, bk, SE 


(2-8-12) 
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=n) u(£, n> kr 0, 
由 关系 式 
| cae eiat tala ak da= go? ky [ gi? 5 ilar ak ga, 
e 一 nn 
„i ing-iala taky > 
7 2? la 
可 得 
DR th) DR (æ. y, £u, D Mn—£ ; 
一 天 一 一 一 一 全 一 一 —t{(a-€) -2h(y 


UG n), kr=0, 


eK (d) eK: ky o 
( 4.42 T ) : 
2k d LG. GER nA af @— 8) -kly 


-)] ke (x, y; g, 0, k) -i 


JE (w, y, E D — uS m), br<0, 
(2-8-13)7 
以 下 假定 积分 方 称 (2-8-8)* 的 齐 次 方程 分 别 在 br >0, fr <0 
HB RERUIURHITR i, ImE >0, K ky, Imb; «0, PUE k7 B9 
附近 ， 


n^, y, E) eut Gs y, bp) + ED 


将 上 起 代入 (2-8-5) 得 


nenk ES RSEN (r= Gi + -im SBD 


d 


eye (£m ky) - TOI ) ddn, 


HRI RRS 


a 


(K+, y; E, m EPDE, mdtds, 


- 


|o djs y) 


t—— 
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nj G, y, Ej) -Re y, € m Buh (È, m, bi didy 


OK * (s, y, £, 7]; ki + 
+ [fen y (£, n)dédn, 


Fi (2-8-13) * 式 得 


lj (æ, v, k?) = tf] z+, v, È, m, RERS CE, m EdEds 


alle (E, 63 (E, naan, 
由 Fredholm 定理 知 " 


LJ 


13d [[ ug, MDE, n)dgdn=0, 


因此 , io, v, E) = |I Gs v, E, n, ED EEG m ED ddr, 


由 此 知 At (e, y, bj) 4553 DF Co, v) RMI, HOR LEM ng 使 
Ha (a, y, kj) = —iYj dj (o, y), 

因此 ， 

tm ( p* (a, y, E) 一 E es 2 i (m 0 ) = —t(at 2hyy +77) DO; (s, y). 


' (2-8-14) 
对 ut (o, y, DEL (v, y, RABE k 的 上 、 TP Ti Gel Be AR 
分 ,并 利用 (2-8-11) 计 算 积分 
1 (7 pr(r, y 2)-u (s, y, 2) z. 
zal.” zak de 
Hs BASE ET ky, 及 Imk<0, b-—do, 趋 于 实 轴 得 到 以 下 两 个 
方程 
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5, Di ( ) «v Pr (x, y 
iG BE DIG, y) - KR E inl 


这 里 之 区 示 不 对 分 为 办 的 项 未 和 


or (a, y) Pi y 
u (a, y, k) > -ES Eh A h h 


E we z, v, yu Gr, y, DfA, wadsdl _ 5 
dai n2 r —— 


(2-8-16) 

我 们 定义 散射 数据 | n 

"ST: (f (, X), Iml-Imk-0, kt, yf, j=1, 2, =, Y k7, 

vos Yy j=l, 2, 4, N} ; 

Ab LOM, GE ule, ATERSI, RZ, MEST 
后 ， 由 (2-8-15) Q-8-16) RR f D (e, y) K a7 (5, y, A). 
(2-816) 对 大 的 一 次 渐 近 式 ( 即 取 o (二 ) 的 系数 ) 及 方程 (2-8-2) 
可 得 

ule. y) 24S [lim (u^ s, y, E) -1)k | 


or 904 Cv] 4- MN -r ] 
z -一 | fF i d: xz 一 sw a 
EY | 2X ; (2, y) 20 $10; a y) 


LJ jaasoa, k, æ, ule, v, DFU, b. 
~ (2-8-17) 
以 下 要 讨论 散射 数据 随时 间 变 化 的 规律 ， 为 此 要 给 出 对 应 广 
@ (2-8-1) ho =6 I fff] Lax Xf. 
{ Do = bpy+ Pra up dep, 


2-8-18 
Qi Ap — pers ~~ Gufs — Bu, p-- 36D up — 4 hp, ~ 
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直接 可 以 验证 ,由 工 = [do La oye K-PQD, 
4 pt utem, gr um um 9, 则 (2-8-11) 可 改写 为 
g* e, ij, E, D =p (æ, y, k, t) +F P (x, y, I, DFA, k, t)dl 
对 上 式 作 用 算 子 Ar, 并 用 Arm Art 400? — 1?) ,得 
Silk, t 2) A609 — fie, LD, (2-8-19) 
W x, y 充分 大 时 ,对 (2-8-18) 第 二 式 取 渐 近 式 
MTA uis iR ikun 12k us~, 


在 p= 他 MR, neuj PE A E, MOE) ME 
数 即 推出 


k-k 


Ok* _ 
ài 
ATR v? 的 变化 规律 ,注意 0705 m, y FESPA REN 
Oj--4 dj, t 120 80,2, 12(K 5)? 05, 0, 
用 u* Ej 的 渐 近 式 及 (2-8-14) 得 


Ov; S 
wate = 12 (kt 2.-8-21 
En ( ;) . . (2 1) 


对 -PO) 初 值 问题 求解 方法 如 下 ， mE 
M A EPHE u=ule, y, 0)， 定 出 其 散射 数据 R7 (00), sF (0 
f, l, 0). HiJjR(2-8-21), (2-8-20) | (2-8-19) , 求 出 
kF =F (0), v7 (0) 212(57)7t- v5 (0), 
f(k, b, t) f (E, 1, 0er 
从 方程 (2-8-15)、(2-8-16) 求 出 07 (s, y, t), u^ (2, y, t, b), i 
H (2-8-17) 式 求 出 解 um uo, y, t), 
Ef, l, 0) -0, ® 


ua, y, i) 0 2 VO} Gs y, 2 +87 Qn, 9,4), 
dh j=l 


FA D; (o, y, 四 是 以 下 代数 方程 的 解 : 


0. (2-8-20) 
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[c thy 12 Ep) ttv 0)18; - 950 Eg tpt) 
这 个 解 ulw, y, DRA Tump sviuton GERE). m ELE 
&* =p tipa, k =p, ps, v* (0) =0, 
经 过 计算 得 
ua, y, & 


jap Pe -pD t]? [2 poy- Appi ty 
= f ` bd 


Il (e —2pu-- 12(pi— phi] i (2 pay - 24 pipat)? -+ ux fP 
| (2-8-22) 
MELLO (r BTE, o ARREK em 12i 


pi) jy 方 jal 速度 yc tpi, 
MIETE, S 6; = 0 时, 利用- 


g 
if git k-r- inde =. 
-t0 $7 krie 


e” k-r) 


(2-8-16) RI f (k, E) Q(z, y, k, K), RE dk, dE 积分 , 可 得 到 
G-L-M 型 的 积分 方程 ， 
8.2 方程 及 -POD 及 其 反 艇 射 解法 
在 方程 2-8- 力 中 , 令 N=0, 并 令 
p= pets ky 2-.8-23) 
WW 758: (2-8-2) 化 为 
— Uyt Meet 20k ue + uj = 0, (2-8-24) 
方程 (2-8-23) 的 格林 函数 
Ge-é, y-n, E o EL” dao giy—n, k, a), (2-8-25) 


igi m 
gyn, b 2 mr ET ag, 
Zm0J.--$9g-ra(a-- 24) 
JE h=hp-+ thy, W 
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GG -6 y= h= [H G-E- da 


+H (y—n)( a [7 da)] 


-2k 
[n 


-HCkE)[-B(- |" de 


-Büg-»(f de 
. n [^ QE ak, :一 人， y— ) 
. tja aa) | ~ = — À 
(2-8-26) 
HQ WENA QC, k, v, y) -expl$(L—5)s — (P-k) hy, 
Ji f£ (2-8-25) 有 满足 以 下 积分 方程 的 解 ， 


po, y, k) -is[[ec-&, y —m b)u(£, n) wé, n, b)dédn, 
| (2-8-27) 
s BE a, y, th +0) = (2, y, i%1 一 0)， 因 此 这 个 解 通过 
jz=0 没有 跳 量 , 而 且 明显 地 依赖 了 : kr, 因此 由 (2-8-27) 所 规定 的 
特征 函数 yw(w, y, 芒 不 能 说 对 天 是 解析 的 ， 但 对 所 有 的 复数 上 它 
BAW, GE UE wid we, y, ke, hr)， 这 时 要 用 到 推广 的 
勾 西 公式 ( 见 章 末 [16]) 


Our, y.2) - 
UT de A^ dz 


=l 2: 1f we, y,2) 4, 
pley, E zal — “9 — tal cane 
ol | (2-8-28) 
这 里 甩 是 一 个 区 域 ,0 是 及 的 边界 ,好 -定义 为 
9 1( 28 , ð 
9: V. 5 
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mR SG) Ak too ial WALD -0， 在 目前 讨论 的 问题 中 ， 
BUP ps y, 2) 一 1 当 2 EAKATE, 因此 在 (2-8-28) 中 , R 
可 取 为 全 复 平面 ， 令 Coo, 由 此 得 到 
-| 2, y, 9 
uly D moe os [PE ae a (2-8-29) 


EET z—k 
Hy T Ried, 以 下 假定 (2-8-27) 的 齐 次 方程 无 解 。 下 面 引 
进 5 问题 . 


MIAH 2-8-2) Rd, (4), 18 


一 co 


2n LP (8d sce y-n, Bulg, ue, Hagan 


+|[@@, & y-n, ut, m2, n, batis 


-— 


(2-8-30) 
由 于 
a 6-8, yo) ~— Ba bey aaie-p tematic , (2-8-81) 
P (kr, 17) = EE falé, n) aE, m, DM dn, 


(2-8-32) 


Nee, V kr, ky) = gam tab kriy 
~ ef[eG-& y-n Bue, MN E, ny Fe, basen, 


| (2-8-33) 
Sh (2-8-30) A 
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一 一 


Su P (hn, kN (æ, t Be Ii), (2-8-84) 
Og 59 EREE, 我 们 将 (3-8-26) 改 写成 
G-E, y~n, h) =|H (kr) [-H(y =y) | a de 


B kad ° f 
-H (y E n) i da— H (y =n) f dal 


2k. 
H (y =n) f. da 


Qk 


+ H[(-hs)[-H@—y)(~" da 
eBo-o[. da] Qatk, K,2—€,y—n) 


J 
由 上 式 容 易 得 到 
G(z—£,y—«m, =E) =G (aE, yon, b) entm oam 
(2-8-35) 
Ei (2-8-35) 及 (2-8-33) 得 到 
N (v, y; kr, hi) = (a, y, ~ Bye rmt (2-8-26) 
Hy (2-8-36) , (2-8-34) . (2-8-29) 74.3] 


A as grada - 
1 \| Fg, sew, y, ~z) 


BG, y, b) oi bu dz Ad: 


2 zi 


z% 
~ 


(2-8-37) 
与 K-P()—- Fit, 


on 


ule, y) =2 - | F (28, 2) n (2, Y; —2) g eating. Adz, 
(2-8-38) 
由 于 我 们 假定 (2-8~27) 齐 次 方程 无 解 ， 因 此 这 时 散射 量 就 总 
Fhe, kr), FT RM ue, y, bt) Æ K-P OH) 的 解 时 对 应 的 
F (ke, Ar, D SA RARE, RE SDSEIZ yw K-P TD 
的 Lax 对 ,这 时 
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{ Lp=( -pit Gre tu) p= hp, 
P= Arp = ~A Pres -6up,—3u,p ~3 Dup —AdE?g, 
(2-8-39) 
方程 (2-8-3 可 写成 | 
oe, v. D. — (s, y, — DF (a, key, : (2-8-40) 


将 算 子 4; 作用 于 (278-40) , 即 得 
Fi= — 44 (4 £9) ; 

故 

F (kp, kr, th =F (he, kr, Oe tw TRE (2-8-41) 
因此 , xy K-P (1D) 的 求解 ， 当 给 定 初始 条 件 u (m. y, 0) 时 , 先 通 过 
解 (2-8-27) 得 u (æ, y, k, 0), 再 由 (2-8-32 IRB F he, ki, 0). KM 
(2-8-41) F (kr, kr t), Pih (2-8-3 K4 (o, y, k, D, M 
(2-8-38) sR H ua, y, t), 
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以 上 是 通过 几 个 典型 的 方程 介绍 反 散 射 方 法 ， 在 本 节 中 我 们 
要 指出 这 个 方法 与 经 典 黎 曼 - 希 尔 伯 特 问题 (CR-H. Problem) fa: 
R, t Schrodinger 方程 反问 题 中 , 式 子 

ne =m, (a, —k)-- R.(b)m,(z, D, Imk=0, (2-9-1) 

如 果 令 ut GE) S BBD ww, p) ami (n, 一 有， 


uik) 
W (2-9-1) 5X, np AE R 
Ar k) - u^ (v, b) - B, ku (e, k), Imk=0, (2-9-2) 
u* (v, 已 是 Jmp>0 的 半 纯 函数 ,Ar (e, E) Xe 1m 0 的 解析 函数 ， 
这 可 以 看 作 是 R-H 问题 . 我 们 注意 对 玉 -P(GD 反问 题 讨论 中 的 
(2-8~11)， 它 可 以 看 作 是 带 积分 的 R-H, Problem, 由 (分 9-1) 式 


188 孤立 子 理论 与 应 用 


可 以 得 到 
Nia paixal 1 HON 1 u RC ma. nde) 
m (a, k) =e (1 LUE tai]. gk ds ' 
(2-9-3) 
ngu 4 x Ni) zal. BR, m (2, 2) de 
Nila) eem fet katk Exi). eth ) 
(2-9-4) 


这 两 个 式 子 与 (2-8-15) | (2-8-16) 相似 , 也 有 与 (2-8-17) 相 似 的 式 
T, A 
g(a) = AS 26e? N; (Œ) -iF Rim, (e, 2) dz), (2-9-5) 
我 们 还 要 指出 , 以 上 这 些 问题 都 可 以 将 它 看 为 是 6 问题 ， 对 
K-P (D, 1f u* (e, y, k), u^ (o, y, E) EE— S WR n (o, y, HMA 
1-- f+ (wy, k) +ib ea, Imk>0, 
' / (2-9-6) 


wie, y, k) = - X. 
lcu (w, y, k) DEED, Imé<0 
ORK; 


这 里 /7 Gs y, k), A Go, y, DEAE IMk>0, Imb<0 的 解析 
函数 。 利 用 关系 式 
A j* o, y, k) -0,-2( = \and (k—k,), (2-9-7) 
G2-9-6) 式 可 写成 3 形式 
2210 yd(k—k?), Imk>0, 


rae MW: (x,y, k) -u~ (a, y, k), Imk=0, (2-9-8) 


23:6; (s, y) —k7), Imk<0, 
-1 


FR HES R5 Vi XX (2-8-28) 49 (2-8-16) , F kky, 得 (3-8-15) . 
以 上 说 明 , A Kd V xx K-P 方程 所 联系 的 特征 值 问题 的 反 
散射 间 题 ,都 可 以 通过 5 来 处 理 .对 AKNS 特征 值 问题 的 反 散 射 ， 
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也 同样 可 以 通过 9 来 处 理 ( 见 章 末 [26]). 对 离散 的 特征 值 问题 的 
反 散 射 ,也 可 用 9 来 处 理 , 只 不 过 其 跳 量 是 在 单位 圆 上 发 生 ， 目 前 
可 以 用 9 来 处 理 高 阶 方程 (或 高 阶 方 程 组 ) 的 特征 值 问题 的 反问 
题 ,并 已 用 于 讨论 空间 为 % 维 的 偏 微 分 方程 的 反 散 射 间 题 ， 因 此 ， 
这 是 当前 十 分 值得 注意 的 动向 ( 见 章 [34j 、[25]j), 读者 可 以 在 以 上 
文章 中 找到 有 关 的 文献 . 

以 上 我 们 只 讨论 了 求 空间 变量 趋 于 无 穷 时 函数 很 快 趋 于 零 的 
A, 实际 问题 还 要 求 满足 周期 边界 条 件 的 解 ,这 可 以 借助 周期 位 势 
的 谱 理 论 来 讨论 ( 见 章 末 [7、[11])、 在 讨论 CKAV 方程 的 解 时 ， 
甚至 要 讨论 Schrodinger 方程 的 位 势 趋 于 无 穷 大 的 反问 题 ， 这 些 
都 应 用 到 一 般 微 分 算 子 的 谱 理 论 ( 兄 章 末 [11、[17]) .这 就 很 自然 
地 提出 比 反 散射 方程 更 一 般 的 反 谱 变 换 法 的 概念 . 

反 散 射 方法 与 孤立 子 理论 其 他 方面 的 数学 问题 有 十 分 密切 的 
联系 ,将 孤立 子 方程 看 为 完全 可 积 系 统 时 , 散射 数据 ST 是 完全 可 
积 系统 的 角 变 量 与 作用 变量 (部 章 来 [9]). 将 反 散 射 方法 看 作 非 
线性 的 傅 里 时分 析 ， 它 与 贝克 隆 变 换 法 中 的 非 线性 选 加 原则 互相 
呼应 ,就 象 … 对 挛 生 姐妹 ( 见 章 末 [8] [15]) . 

兵 识 射 方 法 不 但 是 求解 一 类 非 线性 演化 方程 的 有 力 工具 ， 而 
AE EMR DIM SH MIS BAR TR op eB yy 
(HRKI). WERE ME MRT DEE, BH 
CHART. nr DUT ee, ERER Hon AREE tee Se A E 
TE TERS RRP 2 BE, 
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第 三 章 


Backlund 变换 
SRE 


Sl 由 来 和 定义 


1883 年 , 几何 学 家 Bäcklund 在 研究 负 常 曲率 曲面 时 ,得 到 了 
sine-Gordon 方程 的 一 个 有 趣 的 性 质 ( 见 本 章 末 [1]、[2] 3] 及 本 


BALE), 
itu Ft sine-Gordon 7j f& 
Ug, SIN u (3-1-1) 
的 一 个 解 ， 考察 


, 
Uy = Uy — 28 sin( 45" ), 


, 
2 
2 


, 2| (3-1-2) 
Ur —U,+ SN . 


B 
18 (3-1-2) B 5S — 3X XY. ORS, 并 将 出 现 的 FH (3-1-2) B 88 — 
BAA, BH ul, 的 表达 式 ， 同样 , 对 (3-1-2 的 第 二 式 关 于 &E 求 
导 , 并 把 录用 第 一 式 代 入 ,得 出 了 use 的 表达 式 . 使 这 两 个 式 子 相 
等 ， 就 得 到 (8-1~1D) 式 ， 所 以 ， 当 和 是 sine-Gordon 方程 的 一 解 
Bt, (3-1-2) 是 一 个 完全 可 积 的 方程 组 , 因而 对 于 任何 初 值 =E, 
mn 一 M0，* 一 uo， 在 单 连 区 域 中 唯一 地 存在 (3-1-2) 的 一 解 ,人 它 仍 
然 是 sine-Gordon 方程 的 解 ， 这 种 由 sine-Gordon 方程 的 -- 
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解 % 而 得 出 另 一 解 v 的 变换 , 被 称 为 Backlund 变 换 . 
Hufu (或 由 作 %) 需 要 解 完 全 可 积 的 方程 组 (3-1-2)， 
这 归结 到 解 非 线性 常 微分 方程 . . 
如 果 取 一 平凡 解 wv —0, (3-1-2) 就 化 成 


u=28 sin 2, waz sint, (3-1-3) 
从 而 可 以 直接 地 得 出 sine-Gordon 方程 的 孤立 子 解 
u—4tan *(exp(8£-- 8 15--a)], (3-1-4) 


这 里 “是 一 个 积分 常数 ， 
在 一 般 情 况 , (3-1-2) 是 不 容易 解 出 的 ， 但 是 Bianchi 找到 了 
一 个 很 有 用 的 事实 : 设 从 sine-Gordon 方程 的 解 wo 出 发 , 通过 以 
B: 为 参数 的 Bäcklund 变换 ,得 到 sine-Gordon 方程 的 解 u. X 
Kus HR, (EU Bo 为 参数 的 Bücklund 变换 (Bax B61)， 得 到 解 
Uis, PE uo 出 发 , 以 Bs HBA, 作 Bäcklund 变换 , BM ua, M 
us 出发, 以 Bi 为 参数 , 作 Backlund 变换 ， 得 解 st、 如 果 后 两 个 
Bäcklund 变换 的 积分 常数 选择 得 当 , 就 一 定 会 有 
Uia = Un, (8-1-5) 
这 称 为 可 换 性 定理 , ( 见 章 来 [3])， 从 此 还 可 以 得 出 一 个 非 线 性 选 
加 公式 
Uyg= 4 tan [ (55 Jtem (2 + to, (3-1-6) 
(8-1-5) f (8-1-6) RU EBERT. BM wu Buy, ww 到 tia, U 
B) us H ua 到 wm 的 Backlund 变换 的 偏 微分 方程 ， 4 ws 一 Um， W 
去 这 些 方 程 中 出 现 的 wy, Us, Usa 的 偏 导 数 项 , 就 会 得 出 (3-1-6) 
A, PE (3-1-6) [KA sine-Gordon 方程 ， 它 果然 被 满足 ， 这 个 证 
明 是 比较 长 的 。 因为 后 文中 有 较 好 的 处 理 办 法 , 这 里 就 不 详细 写 
出 ( 见 章 末 [31). 
Bäcklund 变换 和 可 换 性 定理 的 几何 意义 是 非常 有 趣 的 , 但 在 
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它们 被 发 现 后 的 相当 长 的 一 段 时 间 中 ， 没 有 在 别 的 地 方 显 示 其 作 
用 , 因而 也 被 冷落 了 许多 时 候 ， 到 70 年 代 初 , 当 人 们 发 现 了 sine- 
Gordon 方程 在 物理 上 的 许多 应 用 后 ， EA EEE 并 成 
为 制作 多 个 孤立 子 解 的 一 种 手段 ， 例 如 , 令 w= 
w=4tan * [exp(££ *- Br " 
Ug=4 tan! (exp(ga£ + 8375) ], 
Fi (3-1-6) R E18. 1H 


(3-1-7) 


g,,g, Sinh D Ts 
u= 4 tan 7 ae Ep (Bi Bs). (3-1-8) 
cosh 7 
AF 
v= +B N, va Ba£ —- Bs!n, (3-1-9) 


KH A AW, Backlund 变换 的 存在 ,可 换 性 定理 和 非 
线性 迭 加 公式 等 事项 不 是 sine-Gordon 方程 所 专 有 的 ，1973 年 ， 
Wahlquist 和 Estabrook 发 现 KdV Jj (WL [4]) 


Up t Butte + Uzee =O (3-1-10) 
也 具有 Backlund B&R 4 w= f ude, 它 满足 
Wet Bw + Were =O, (8-1-11) 
作 方 程 组 
vL Bwe T (m wh), 
qni = — wt (w — w^) (Wee — Ure) -- 2 (2 + ww, + P), 
(3-1-12) 


容易 验证 , 4u WE KdV 方程 时 ,，(3-1-12) 完 全 可 积 , 其 解 HY 
导数 一 ws 也 是 (3-1-10) 的 解 ， 

不 仅 如 此 , xp KdV 方程 , 也 有 类 似 的 可 换 性 定理 , 而 非 线性 
AWARA 


101377 Wo 十 3 -一 一 -一 £i — = Ee, (3-1-13) 
WT . 
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这 些 事 项 的 证 明 均 可 见于 后 文 . 
从 “=0 HX FU (3-1-12) £8 i BAIL T A 


w= (28)? tanh ney («-280], | 835 


w-prcert((B)'@—2en], —— Ges 


w= (28)? coth (&y (a -280], (3-1-16) 


u= — B esch? ey" (x — 281) |. (3-1-17) 


TIR ac REL AE EXPE EMAA (3-1-13), 就 可 得 到 新 的 解 , 包括 
KMAT Go, w HC (3-1-14) | (8-1-15) Ñ, B= 81770, we, us 取 
(3-1-16) | (3-1-17) 式 , B = 837 B1) 

uia = (Ba — B1) Bı sech’ + Ba exe hra 


(8? tanhn, — 82 cothva)* ` (3-1-18) 
式 中 
as 
u-($) e-285, 
1 
vn (A) 0-280. 
一 般 地 说 , 设 
F(u, Ut, Ue, Un, Use, Mas, 1) 770 (3-1-19) 
E u Hg— PD TT BE, aN SE 
Dalu, Ur, He, Uit, Use, Use, Ut v, ui, us, un, s, Use, es) 
一 0 
(a=1, 2) (3-1-20) 


是 一 个 由 两 个 方程 所 组 成 的 偏 微分 方程 组 , 当 公 满足 (3-1-19) 时 ， 
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(3-1-20) X-T w' 完 全 可 积 , H u 也 满足 (3-1-19), WA (3-1-20) 
就 定义 了 方程 (3-1~ -19) 的 一 个 Bäcklund 变换 ， 或 称 (3-1-20) E 
义 了 (3-1-19) 的 自 一 Backlund 变换 . 在 不 致 引起 误会 的 情况 下 ， 
这 个 “ 自 ” 字 有 了 时 被 省 去 了 ， 也 可 能 有 如 下 的 情况 ; 满足 (3- 工 19) 
时 , (3-1-20) 完 全 可 积 , 其 解 w 满足 另 一 偏 微分 方程 

G(u', uj, Ub, Ue, Ue, Une, 1) =0, (3-1-21) 
354, (3-1-20) X, T (8-1-19) Fi (3-1-21) fy Backlund $. Fi 
d Liouville 方程 . 


. Ug, =e" (3-1-22) 
作 方 程 组 parna, 
ul, = uet Bete 
Cot > (3-1-23) 
uw, = — u, -5 e^ wy 
容易 验证 , EH Liouville 方程 到 波动 方程 
un =0 (3-1-24) 
的 Backlund 变换 ， 
又 如 
' 1 , 
du. CM uu 
ep 
1. 1 (2-1-95) 
DAE dy iw -- u Wus 
(> 是 常数 ) 提 供 了 Burgers 方程 
Ur tH Ue — pure=0 (3-1-26) 
到 热传导 方程 
ul, — pul, =0 (3-1-27) 
的 Backlund 变换 . 
再 如 » 
uo + uu? 
(utu (3-1-28) 


u, = Fuss —2(ulu, tue.) 
是 由 KdV Jj f& (2-1-10) 3] MKdV 方程 
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u, — Gu uh + uher = 9 (3-1-29) 
的 Bäcklund 变换 ， 这 个 变换 称 为 Miara CR, HM, 变换 
u= =u Fu, (3-1-30) 


直接 地 从 MKdYV 方程 的 解 变 为 KdV 方程 的 解 ， 这 是 Miura 变 
换 的 有 限 形式 (不 必 解 微分 方程 ). 

当然 , 我们 也 可 以 把 (8-1-19) 或 (3-1-21) 改 为 方程 组 、 微 积分 
方程 .微分 差分 方程 等 ,也 可 以 在 (3-1-20) 中 添上 有 关 自 变数 的 某 
种 变换 而 定义 更 广义 的 Backlund 变换 . 

问题 在 于 对 一 个 已 给 的 偏 微分 方程 ， 如 何 设法 找 出 它 的 
Backlund 变换 ， 以 及 用 怎样 的 形式 把 Bücklund 变换 的 方程 组 
(3-1-20) 的 解 明 显 地 写 出 来 . 


82 经典 Darboux 阵 


我 们 要 介绍 Bicklund 变换 的 一 种 方便 的 形式 ， 它 的 优点 在 
于 容易 计算 和 带 有 很 大 的 普 适 性 ( 见 章 末 [5]、 6], [7], 8). 
考虑 如 下 的 线性 方程 组 


0D — eb — 9. 

a M9, g TNS (3-2-1) 
Kip DO 2x2 阵 ， . 
fa p [4 B a. 

Mal EN | w=-|2 al (8-2-2) 


这 里 入 是 参数 ,Pp, 9 JE 1, s 的 未 知 函数 ,，4, B, O 是 适当 的 函数 ， 
ARR (RIT RS), 我 们 假设 A, B,C 为 不 的 四 次 多 项 
式 (后 文中 我 们 往往 记 之 为 4[2, 9,4], BLp,g, X], CLp, g, A] 
AQ), BA), O(A)) 


m 
一 a m—k 
A ze ^ " 
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B=5b, a", (3-2-3) 
k=0 


m 
0— S e, 5, 
k=0 


式 中 , ay, br, Cn MAAK, (8-2-1) 的 可 积 条 件 是 


M,—N,- [M, N]—0, (3-2-4) 
这 里 [人 MM, N]-MN -NM, 把 (3-2-4) 写 开 来 ,就 有 
4A,— pO —gB, 
Be= p: + 24B —2pA, (3-2-5) 


Oz= 4; -2A40-- 29A, 
38 (8-2-3) {RA (8-2-5), 考察 A", AMI, …， 和 的 系数 ,就 得 出 


Go, 4, 7 O, bo =Co= 0; 


bua = pa;+ u bug, 


1 (3-2-6) 
Or = Qa Bir! C3, 03 
Bisie= DO643— qb; 
(j=0, 5, m=1), 
EKRA EER (8-2-6), 48 

bo=Co= 0, do = ag (1) , 
bi=ao(t)p, C=~oo(t)g, aoa), 
b, os (D) p+ -L os (D pe, 
t5 o (D) — olt) ge 
ed -4 ao(t)pg+oa(t), (3-2-7) 


1 1 1 | 
ba= — ew) (sa ~ Pee) + es) peras (0p, 


1 : 1 
ca 一 一 可 e (D (pe ~ 5 de)- a (1)gsd- os (1)g, 
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i 1 ; 
as -4 eo (1) (pde — Pe) ——, eu (5) pg oa (0), 


式 中 a(t), a(t), o 是 积分 所 产生 的 任意 因数 , 可 以 证 明 ( 见 章 
末 [6]、[7]), as, de, ev ME p, g 及 其 2 的 导数 的 多 项 式 , 其 系数 
是 一 些 # 的 任意 函数 (特别 ,也 可 以 是 常数 )， 令 

av Ep, 9] — 1, b? [p, q] — col p, g] =9, 


ei tp, d] «9, MP Lp, "or eri, dde, 
1 
aPIUp q- —— 9 oly, =z 5 Pr, 


‘Oy 1 ， ) : 
“Lp, 2] 一 Y de (3-2-8) 
(i t 
as (p, gd) =C Pepe), 
"m 1 1 
bi^tp, d] = - 3G 可 Pee); 


c 1/4, 4d. 
si» gj = EC U3 gi), 
可 以 把 alp, q), Dr[p, ql, lp, JER 
a, Lp, 中 = M NM ar- :Da Ep, q), 


bi[p, q] = » ies (Db; Ep, q], (8-2-9) 


exp, g)= Se, (He Ep, gl, 


HRF ar [p, gl, 5" Cp, gl, ci" Up, (IMB p, 9 及 其 z 导数 
的 一 定 的 多 项 式 ,其 系数 和 上 无 关 , 又 满足 
w [0, g] - c" [ p, 0] =a! [ p, 0] =a [0, g] —0, 
i<k<m (8-2-10) 
以 及 
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bs’ Lp, g] e Ep, gi =, as [p, g]— 1, 
再 考察 (3-2-5) 中 的 入 零 次 项 的 系数 ,得 到 一 个 偏 微分 方程 组 
gi pe, Vines (3-2-11) 
qi — 29g, Cg 
特别 , 当 m=1 时 ,有 
pi 204 (t) p+ aalt) ps, 
qi= — 2a, (t)g -= ao(t) Ge, 
这 是 一 个 线性 偏 微分 方程 组 . 
当 m=2 ht, A 
p.m a(t) (5 Pua pg) (t) pat 2oe(t) p, : 
(3-2-12) 
gi -e (0 (3. dee -pg ) + e (0g. -—2a;(t)9. 
这 已 是 非 线 任 的 偏 微分 方程 组 了 ， AEH = — P, a) 一 (i) 
=0, ao(t) 二 26 Kj, 它 化 为 非 线 性 Sehr6dinger 方程 
pit Past? ip; p =O, (3-2-13) 
M m=3 By, 有 


p.- «co (E Pace 3 pape) + Oy CE) (i 5 Paa -r«) 
talt) pet 2as(£) p, (3-2-14) 
gia asa — $ Page) — —a (t) e Jaz — PG ") 


--oa(1)g, —2as (1) gy. 
KEI p= —1, ant) = —4, a, (0) - a(t) 7 as (2) -0 k}, 4 KdV 
方程 
qi t 69g, Gere = 9, (3-2-15) 
XU g= 一 2， H1) = -4 s) Te) BL w(t) =0 时 ， 有 MEKdV 
we pos 
gt 69 dese, (82418) 
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所 以 这 样 得 到 的 偏 微分 方程 (或 方程 组 ) 所 包含 的 内 容 很 丰 
窗 .” 当 m 值 增 大 时 ， 它 可 以 是 很 复杂 的 这样 的 方程 组 被 称 为 
AKNS 梯队 ,它们 的 最 简单 的 形式 是 由 V. E. Zakharov, A. B. 
Shabat 以 及 M. J. Ablowitz, D. J. Kaup, A.C. Newell, 
H. Segur 等 人 所 首先 引进 的 . 
对 整个 AKNS 梯队 ， 存 在 着 一 个 统一 的 Bäcklund 变换 ， 它 
的 算法 对 整个 梯队 中 的 每 一 个 方程 (组 ) 都 是 一 样 的 ， 现 在 来 说 明 
设 (p, 9) 是 方程 组 (3-2-11) 的 一 解 , MT (3-2-1) BHF D H 
”线性 方程 组 ， 由 于 它 的 积分 可 能 条 件 已 满足 , 所 以 对 于 任 给 的 初 
值 条 件 ( 例 如 1 一 0, 2—0, 一 Bo(det Po 0)) 可 以 求解 ， 记 O(a, 
t, A) EADY CHE ARR Ot, m, ABA) REX, AE YA) 
Fe 2X2 Fi, det (4) #0), detSé, w, A) M(t, o) RÆ, 且 恒 不 等 
T OGXWH trM =trN =0 HE), POG, 2, DAR (p, q)Bg— 
ARR. D= (au (M), | 
lix ifj Darboux 阵 是 指 具 形 式 
0 i; M 


s(A)— » De SU 5, 

的 2x2 阵 , Jo, Bn 7, FEC, a) AIR, LR 
ee 

(1) det s) - TIO. 22, (3-2-18) 


式 申 心 是 21 个 已 给 的 不 同 的 复数 , AER det PA) +0(j=1, 2, 
wee, 9D). 


? 


(2) $ 
BA) (X) 
@. = zx 一 “一 | 
09 50220) M Gino (X) ) G 219) 


对 于 每 一 个 一 入 时 ,矩阵 的 两 询 有 常 系数 的 线 狂 关系 


(3-2-17) 
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pullos (hi) - pif (M) =0 (a=1, 2), (8-2-20) 
式 中 ja, n 为 不 全 为 0 的 常数 . 
现在 指出 Darboux 阵 的 制作 .不 妨 设 mt CRI 可 令 D(A) 
ERA WA) FSB) jw 天 0), 令 


b, 2 
E 
(3-2-20) 变 成 ， 
l- . 
a Cow TB) M = — Moi, 
ib (8-2-21) 
p 《pi 十 Ti 55) M = — ATi 
xm A) +b Aj) 
pi 311 (Ai) + binis Ni), (8-2-22) 
A T, G3 (Ai) + bass (A). 
T. Gat (Ai) + bids (Az) 3 
Te LI 一 -2-23》 
| "ps oth) F bima Oa) ( 
(3-2-21) 化 成 
1-1 
2 (at o8) M 一 一 和 4， 
3 = 


-" (8-2-24) 
IVNN = — hos , 

($—1, 2, ++, 2L), 
pe d d EE SUE NE AER RACH EL, 在 其 行列 式 不 
为 零 时 有 了 唯一 的 解 ,我 们 把 这 称 为 正 引 的 情况 ， 特 别 , 在 1=1 时 ， 
只 要 cato, 就 可 以 解 出 4 (3-2-24) , 求 得 oo, Bo, Yo, 9o, Mri H 
一 阶 Darboux 阵 


s(A) = 


2 一 G1 H 
(ecu "m A403 Aa — Aa ) 
(Na —M)010s (Ga—O4)A+ MG — Aaa j 


(3-2-25) 
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我 们 先 对 一 阶 的 Darboux 泗 证 明 如 下 的 定理 . 
定理 1 Bp, 9 是 偏 微分 方程 组 (3-2-14) 的 一 解 ， OB EH 
NER, M, Ao, bi, bo 是 给 定 的 常数 , s( 和 是 由 C3-2-25) 所 定义 

的 Darboux Pk, + 
DBA) =s(r) D(A), (3-2-26) 


Aa A 
O2 —901 ? 


_ T Oa (Aa A) 
qi= g+ yo = go , 


BBA Cp, 94) 也 是 (3-2-11) 的 一 解 ， 且 DL OO 就 是 它 的 一 个 表示 。 
我 们 需要 一 个 
引 理 ”由 (3-2-23) 式 所 定义 的 oc ERE 
Seq — 21:0; — poi, 
Gi,,.=0(A:) -2A0,4)o; — BO), 


xx b tia aca MU 程 组 


s) a 

dt Vw, G -EJNwy,/ 

MERA ERWE o 一 《Ws/ 册 ) 一 定 满足 Ricatti 方程 

E ST -G-2Ec-— Fo*, 

把 这 一 般 事项 用 于 

| p= Baa a) To) — diam Gar Qu) + bias (Au), 

P BAN FEH (8-2-1) , 就 得 到 (3-2-28) 式 . 

为 证 明 上 述 定理 ,我 们 注意 到 

D, — 9,D-- SM — (s.s +sMs*)B, (3-2-29) 
eu caa e Gar i--sNs 76, 

ii . i 

Mase tpsMs-! N sa 十 ETE (3-2-30) 


pip-2B8o-p42 
(3-2-27) 


(3-2-28) 
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Rid 
-| q,4)  Bl[p,q, M" (3-2-31) 
Cp, g, à] —Alp, q, ^] 
这 里 Alp, g, SA, q Ro o 的 导数 的 多 项 式 ， 如 前 所 述 ， 
4mAl go《( 四 ，…，oim( 四 给 定 后 ， 它们 是 完全 确定 的 ， 因 此 问题 就 
化 为 求证 ; 由 (3-2-30) 所 定义 的 Mx, Na 必 能 写作 
` PM 
m-l” 5j 
N “(ore qi, ^] Bi ps, qi, A] 
t LOLp, a4) -Alp m, ul 
对 (3-2-25) 式 所 定义 的 SCA) XT. 2 求 导 ， 利 用 (3-2 28) 的 第 一 式 
消去 Ce, 0 通过 直接 的 计算 , 就 可 以 得 出 (3-2-32) 的 第 一 式 ， 

对 于 (3-2-32) 的 第 二 式 , 23 m —1, 2, 3,… 时 ,原则 上 也 可 以 
进行 同样 的 验算 ， 这 种 验算 可 以 分 别 对 on 一 1，om_ m =a = 0; 
Om-1= 1, Cm = Ama 98° = Og = 05 e oo 一 十 ， On = 08 = a = 0 进行 ， 
4m 不 大 时 , 例如 mt, 2, 8, 这 种 验算 是 可 以 直接 进行 的 ， 它 
只 包括 微分 ,用 (3-2-28) 第 二 式 代 入 , 以 及 进行 一 些 相当 繁复 的 代 
数 运算 , 就 可 以 得 出 .只 是 演算 比较 复杂 , 我 们 没有 必要 在 这 里 写 
出 ， 对 了 于 一 般 的 m, 不 能 用 直 培 计算 来 验证 (3-2-32) 的 第 二 式 ,在 
ACK[6] 天 [7 中 给 出 了 证 明 . 限于 篇 幅 , 这 里 就 不 写 出 了 . 

这 样 从 {p，9, 对 出 发 ,可 以 得 到 {pa, qi, Or}, 这 种 变换 就 称 为 
是 由 Darboux 阵 所 定义 的 Bäcklund 44 求 得 这 种 Backlund 
变换 , 只 须 作 一 次 完全 可 积 的 线性 方程 组 的 求解 (得 到 ) ,然后 就 
可 只 用 代数 运算 ， 这 种 Backlund 变换 是 自 Backlund 变换 (如 上 
文 所 已 指出 的 ,我们 往往 把 这 个 “ 自 ” 省 去 ). 

”不 仅 如 紫 ， 这 样 的 Backlund 变换 还 可 以 继续 进行 下 去 ， 由 
fips, qi, 直上 出 发 ,选取 常数 {Xs， Ma, Bs, b Cn, Aa, Ao, Aa ERA 
等 ), 利用 它 作 Darboux PE S? (A, ds, As, bas bad. (为 示 区 别 ; 第 
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一 次 所 作 的 Darboux Mig s" (A, Ai, Ao, ba, ba). 我 们 可 以 
作出 
D(A) = S (X, As, A4, Os, ba)S' (A, 24, Aa, G1, BDDC), 
从 而 有 Backlund 变换 
Un, qu, O1) (ps, qa, Do}, 
这 时 所 用 的 只 是 代数 的 算法 .同样 的 手续 还 可 继续 进行 下 小， 从 
而 得 到 Backlund 变换 的 无 限 系 列 
{p, 9, oin, g1, Q1] — ( ps, qa, Bo} 
> {ps, ds, Da} 
$$ — P DERE REARS A ORTER- 2b EE EE AER © m, 
要 解 线性 的 完全 可 积 方程 组 , 这 归结 为 求解 线性 常 微 分 方程 ) BE 
以 这 是 非常 方便 和 有 效 的 . 
这 种 方法 的 优点 还 在 于 , Ap, 2, Dp, gy, 63 (以 及 局 
来 可 以 作为 一 系列 Bücklund 变换 ) 是 普 适 和 的， 即 无 论 对 什么 m 以 
Boot), +, om( 们 ,这 种 作 Backlund 变换 的 算法 是 完全 相同 的 . 
此 外 ， 从 这 里 还 可 以 很 快 地 得 到 可 换 性 定理 (而 且 更 广泛 、 更 
明确 ). 
E (D) SPA, As, As, ba, 6408 (A, An, Aa, bi, ba) AR 
EFT PAHA Darboux pE, 
GD) 成 立 以 下 的 可 换 人 性 公式 
(0 SMA, Aa, Aa, by, Bz)s O(A, As, 24, Bs, ba) 
=8 PCA, Ag, As, Os, 5,)8P? (A, A, Aa, bi, ba) 
=S(2, Ar, As, bi, bs)? (A, Aa, Aa, ba, ba) 
= SD (A, Ae, Aa, ds, Bs)8'P (A, Aa, As, bi, b3) 
=s (A, ha, As, ba, b3)s (A, 2a, Aa, Di, ba) 
2$. Ay, Aa, bs, b,)s P (A, Ag, As, ba, by). 
证 明 s, Ag, Aa, Os, by) SP CA, Ar, Aa, by, bs) BARE. 
(3-2-17) 的 形式 ， 这 时 1=2 det (e (-)89(-)) - det(e(-) 
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dots (-))=[(A—M), BELL Darboux 阵 的 条 件 G) 成 立 ， 又 记 


uA) da) ) 
da (NM) Gs (A) /” 
a) lA) 

SOT so 
f& Darboux [f s2(,) 的 定义 ， 

Gar (Ai) bla) =0 (9-3, 4;a=1, 2), 
另 一 方面 , 由 

Gailh) t bial A= GG=1, 2:a=1, 2) 


B(A) -( 


能 推出 
a) Hoa lh) =0 (6=1, 2,a=1, 2) 
Darboux PEN A&fE (D) WI. MEHN, SP (A, As, Aa, bs, ba) 
SOCA, At, Aa, Di, bs) 就 是 相应 于 参数 :1，Xa， As, M, bi, ba, bs, 
04) 的 二 次 Darboux BE, 所 以 全 证 毕 ， 当 这 些 参数 属于 正则 的 情 
JE, 即 相应 的 Darboux 阵 基 唯一 的 情况 下 , (二 ) 显 然 成 立 ， 对 于 非 
正则 的 情形 , 只 须 取 极 限 , n ERE RR IA GDE. 
这 样 , 可 换 性 定理 就 以 非常 简便 而 自然 的 方式 得 到 了 证 明 ， 


$3 JL Ho d X 


3.1 广义 MKEdV i$9.9--p 
Bum Jy SP, Ct) = as (0) — 一 om(t) =O, a(t), aalt), +++, 
Om- CE t POSER ORC, 又 设 9= — p 为 实 函 数 , 此 时 
b, —6, m=0, ba=ea, bg= — 65, ag=0, «+ 
一 般 地 有 
buic —Coni, Ban= Con, Gan -1. = 0, . (3-3-1) 


” CREF, 成立” 
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Alp, ~p, -M- —A[p, =p, M, 
B[p, -p, -J=—CLp, —p, X), (3-3-2) 
C[p. ~p, -M- —- Bp, —p, A], 

JW d. 00. bald) 为 下 述 方 程 组 的 非 平凡 解 


ro, Alea) 


[$09] -[4 B [eS] 
Lo LO. -A dl G0) ]’ 


(A) fal —A) ] 
(A) —di(—A) 


(3-3-3) 


BO) -| 
就 是 (3-2-1) 的 解 . 
现 取 为 , Az, bi, ba, BE Anm M, 030 — 4 


o= haa) — bibs (~ 21) 
bi (Ar) + bibs (— Ma) ? 


B palm) gr da 1 
UU ACAD dedu) E 

这 时 (3-2-27) 就 化 为 一 个 式 子 
ppt (3-3-8) 


l4-oi 
Darboux 阵 (3-2-25) 化 为 ， 
20, 
1-4oci TA 1l+o; 
50) = (3-3-7) 


章 来 [9].[10] 中 给 出 的 Darboux Pik BAL, 78 4588 
: : 1 0 
一 符号 ， 这 是 由 于 那里 s 中 入 的 系数 取 为 | | TRARY 


(3-3-4) 


(3-3-5) 
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| ME 这 两 个 Darboux 阵 所 产生 的 效果 完全 相同 ， 


3.2 广义 非 线 性 Schrodinger HIA. q— 一 五 

当 m 为 偶数 3% 时, 取 ao, 04,…， aan 为 6 RCA E AY BB BK, 
04, 05, ***, Cani Hy E BU at SER OR CS 4m ABR 2h+1 Bp, Ka, 
Og, ***, Oo, 为 填 的 纯 实 值 函数 ，oi，os，…，oanti 为 6 E PEE TER 
数 ， 利 用 数学 归纳 法 可 以 证 明 : 


7n 为 侦 数 时 ， 一 p 
Bay_1 = 3.1, bo; = — C35, (3-3-8) 
. (5.17703; 1， Gay —Aa;, 
m 为 奇数 时 ， 一 
bajy==Caj, baj-1— —02-1, (3-3-9) 


42,—65j, Cai™ — isj, 
总 之 ,在 任 一 情形 下 , 必 成 立 
Alp, —p, —]— — A[p, —p, a], 
Bip, —p, -X] 2 —C[p, —», AI, (3-3-10) 
O[p, —p, -3)—-—BIp, —p, X]. 
现 设 10), $3) AW PBT RARER 


ol z lew] 


| (8-3-11) 
MILF 
[Rm os] o e 


满足 (3-2- 了 式 . i 
BUB da, Aa, bis ba, BE Ram — a, Bom =, 


E Paa) F bapa (Aa)? (3-3-13) 
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Pal- Ay) ME da Q4) 


naz — 
$1(—À) E (Qa) 
从 而 成 立 
$-- =l 
Oa 01 了 工 Oa D 
(3-2-27) 成 为 一 个 式 子 
p=pt 2 (Art da) or 


L+ Oy 


而 Darboux 阵 (3-2-25) 化 为 


上 十 Cr c 12-840, 
s(A) = iUi 


l-c-o,04 1 d 0404 


8.8 KdV MA. p--—1(X 9x9], (11]) 


设 010), $10) PABA 


Fe los alaw] 


[^9] -[40 BO) [9 


pa (A) CA) ~A(A) IL PaA) 
的 非 平 凡 解 , 那 末 可 以 验证 
o-[ 50 $i (—A) 
ga (A) fa(~ M) 2151 (~A) 


WE (3-21) X, 


HR An, Aa, bi, ba, 使 Ag ~Ar, b=- 


g,- Pa (An) + bi (hal Ad) + 23444 (— Aa) 


1 (Ax) + 6161 (—Ax) 
yx SCC + ba Gate) — ai (a) 
$1 (Ar) + babs Q4) , 


和 一 Aa — 140404 _ (十 GO 


_ Oa ti dor 入 一 MCO 一 六 . 


(3-3-14) 


(8-3-15) 


(3-3-16) 


(3-3-17) 


(3-3-18) 


(3-3-19) 
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因而 
Gg—01™ —2Ay, (3-3-20) 
从 而 (3-2-27) 化 为 
条 一 一 1 十 2 一 1 
q:—9201(01—2)3), 
所 以 (一 4, DAG, eO 满足 相同 的 方程 .注意 到 p —p, q—3d 
BAT b — b, er» —6,, aja; (这 容易 由 (3-2-6) 看 出 )， 所 以 
(-1, -¢) 和 (一 1, 9) 满 足 同样 的 方程 因此 
qi= —q+ 4h — 207 (3-3-22) 
就 是 广义 KdV 梯队 的 Darboux 变换 , 其 实 这 是 经 典 Darboux 变 
换 的 原始 形式 . 
如 果 不 作 这 种 变换 , 例如, 对 于 原来 的 KdV 情形 , un 满足 
Qi 69d. Year ~9, 


(3-2-21) 


则 gi 就 满足 
Qu-—Ó6gigist Giace = 0, 
而 gi FÆ KdV 方程 的 一 解 . 
Darboux 阵 (3-2-25) 现 化 为 
入 一 说 十 Gl 一 工 
a) = 3-3-2 
s( ) [or eae ( 3 


8.4 sine-Gordon 方程 
sine-Gordon 方程 u,,—sin u 是 下 述 线性 可 积 系统 的 可 积 条 


M 一 部 
P, = te _ A 
1 1 (3-3-24) 
| AX COS u AX gsm y | 5 
tj 1 1 
4X sin u -H cos u 
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所 以 也 可 纳入 AKNS 系统 , 但 这 里 出 现 了 和 的 负 次 宕 .对 于 出 现 
RUKH AKNS 系统 ， 仍 然 可 以 制作 Darboux 阵 等 ， 但 相应 于 
(3-2-1 世 往往 是 积分 微分 方程 。 可 是 ,sine-Glordon 方程 却 不 食 
积分 算 子 ， 

对 线性 系统 (3-3-24) , E M 所 取 的 形式 和 MKdV 梯队 相同 ， 


p= —g= ~—*, X Darboux 阵 仍 为 (3-3-7), 也 可 将 其 写作 


À—A.c080 — sinb 
A) 一 3-3-25 
sQ) | —Msing cune] ( ) 
. 这 里 
0—21an^to1, (3-3-26) 
Backlund 变换 (3-3-6) 可 写 为 
Lag Ve Aoi 2. 
2 2 + loi" (3-3-27) 
FH (3-2-28) 可 以 推出 
= _ : = _ 2X4 O1 3 9. 
8, 2p — 24 sin 0 — uo itor’ (3-3-28) 
所 以 Backlund 变换 可 取 形 式 
人 一 20 一 2 (3-3-29) 


§4 Backlund 变换 的 更 广泛 的 情形 
Darboux 阵 方法 可 以 运用 到 更 一 般 的 傅 形 , 我 们 举 出 下 列 几 


个 . 
4.1 nxnAKNS 系统 ( 见 章 未 [12]) 
我 们 把 (3-2-1) 推 广 到 及, N 为 xm 阵 的 情形 , 仍 记 为 
=M, d,—-NÓ, (3-4-1) 
其 中 
M =+ P, (3-4-2) 


m a=diag@, +, @) @#a), PAynxn 阵 [p;]， 但 对 角 元 
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p=0, DAnxnK,detO®40, Rid 


N= [%5], (274-3) 
其 中 起 是 关于 和 的 多 项 式 , 最 高 次 数 为 m, 故 可 记 为 
of Sy ogame, (3-4-4) 
作 可 积 条 件 | 
M;—Net [M, N] -0, (3-4-5) 
就 能 得 出 oy 的 递 推 式 


OG), vfa=0, 
9 0 


MAU 5 (a D potap) G@Aj), G46) 
KAPA (pk Kd 7 2 p), 
以 及 方程 组 


Pi ojat Epo -op 0 Ge), (7) 

ew ` 
对 于 一 般 的 m， 可 以 证 明 迪 是 由 及 其 关于 “的 若干 阶 导数 
的 多 项 式 (系数 可 依赖 于 与 见 章 末 [18]), 记 为 地 一 地 [PP，pe，…] 
对 于 m=1, 所 得 到 的 方程 已 是 非 平 凡 的 , 此 时 ， 
vi =b; (b, 为 常数 或 t BEN, 

"REED 

1 Gi—d; 


(8-4-8) 
— p GF), 
而 方程 组 为 
Pina A bs Pb z +3( rcu do by pip 一 0. 
(3-4-9) 

TE TEYIS EUR CR FERN NV 波 方 程 ( 见 章 末 [14]). 

WT nxn AKNS AS, BR) 中 曾 作 出 微分 方程 形式 的 
Bäcklund 变换 ， 这 里 , 我 们 要 指出 , Darboux 阵 形式 的 变换 仍然 
可 以 显 式 地 作出 ， 设 {P= [2 和] ， 且 = [VD; (和)]} 为 (3-4- 了 DD 的 一 组 
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解 ,一 次 Darboux ERER 


sA) =AT+a, (3- 4-10) 
给 定 M, oo, (eA) 和 一 组 常数 jl, 使 
> i (A. ul =0 (3-4-11) 
RIL, Rep O0) 由 
SADDA) = (BA) I, (3-4-12) 
确定 ， 但 对 ub 我 们 尚 有 条 件 
h= [ht] = E2050) a] (3-4-13) 
为 非 退 化 的 . 


: 在 这 一 条 件 下 ,能 将 Darboux 阵 s 唯一 地 决定 下 来 ， 事 实 
上 ,由 (3-4-10) 和 和 (3-4-12) 可 见 , (3-4-11) 可 写 为 


hA+oh=0, (8-4-11)* 
从 而 得 
a= —Adh-, (8-4-14) 
式 中 
ec Ai 
«| he | (3-4-15) 
hn 


h 的 每 一 组 列 向 量 之 Dt) uf 都 满足 (3- 和 4 了) 式 , 但 和 一 和， 由 此 
可 得 


hemahA+ Ph, (8-4-16) 
由 此 可 以 直接 计算 as 
a= —ao? + Pateaa—aP, (3-4-17) 
记 
DA =s Od), (8-4-18) 
就 得 出 


Pir lA) = SaD (A) + (AL+a) Nat P) 9 (1) 
= {Aa tA Ptaa) + (aot Patea} BOA. 


(3-4-19) 
5—Ji i. 
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(a+ Py) 640) = {Aa +A (Pit aa) + Pya}@ (A), (8-4-20) 


令 P,=P+aa-—aa, (8-4-21) 
比较 (3-4-19) 和 (8-4-20) ,我们 就 能 得 出 
Dic) = (Aa+ P610). (3-4-22) 


注意 ,这 里 Pa 的 对 角 元 仍 为 0. 
M m= 1 (或 2, 3 等 ), 我 们 可 以 直接 验证 
DuA) = (EPa, Pas, OQ), (3-4-23) 
RP OC Ps, Pie, E GLP, Pa DPR P, Pac JA Pa, Pies 
… 代 入 的 结果 ， 对 于 一 般 的 m, 我 们 用 章 末 [6] 中 的 手续 可 以 同样 
地 证 明 这 一 事项 , 从 而 可 得 : 
定理 h (8-4-18) 和 (38-4-21) 所 定义 的 变换 
(P, 60))(P., 0:00] 
是 一 个 自 Bicklund 变换 ， 也 就 是 说 ，Pi 满足 方程 组 (3-4-7) mi 
T (A) 满足 (3-4-1)， 但 其 中 的 也 (及 其 关于 的 导数 ) 已 由 Pi( 及 
其 = 的 导数 ) 所 代替. 
用 直接 计算 , 或 利用 关于 和 为 二 次 的 Darboux 降 在 一 般 情形 
下 的 唯一 性 (其 论述 见 章 来 [13]) ,我 们 可 以 得 出 可 换 性 定理 ， 
4.2 Boussinesq 方程 ( 见 章 末 [16]) 
它 可 以 写成 
Stc Urrzz — 6 (9) 11 = 0, (3-4-24) 
也 是 在 浅水 理论 中 出 现 的 ， 引 入 w= fude, 再 选取 适当 的 + 的 函 
数 作为 积分 常数 , 就 得 到 方程 
Sun t Weres — 120 re = 0, (3-4-25) 
HEERA 3-0 fg AC Rl 


* 0 1 Q0 -2u 0 1 
M=| 0 0 15, N=|a+e-2u, 化 0 |, 


itp 3u 0| 


Qz-—2Ug 所 十 人 一 2 u | 
(3-4-26) 
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SUP o 满足 
9. S (uisti), (3-4-27) 
其 可 积 条 件 恰好 是 (3-4-24)， 
现在 假设 Darboux 阵 的 形式 是 
0 0 0° 
e]: 0 fo (3-4-28) 
A 00 


这 里 so 是 3x3 阵 . Erw JE (38-4-25) Bg — BR, RA -LAD 
43 D(A) = (P400). BEM do, 我 们 仍 要 求 dets( 和 0) ~0, IRE 
s(Ao) B (Ao) B =F Ga (3, Palad, ths (Ao) ) 有 一 常 系数 线性 关系 


3 
. z Cab (Ao) = 0, (3-4 -29) 
x . 
Ti -2 6659), 
a TH? (3-4-30) 
g = — Z3, 
T4 ? 
那 末 成 立 
a," Ac, 
G = —Ào — D+ Qty Bot ac, 
0e 一 一 20 一 0 十 3uaw 十 aor， (3-4-31) 
97 — Pat QUge+ (Ao —P— Ue) a+ Bue + 07, 
而 


& 1 0 
S= Co a 1 (2-4-32) 


满足 A+ D+ Oe Sut 20, a 
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0 1 0 
mesan 0 0 1 (34-33) 
Arg 3u 0 
式 中 i 
U =UF Og, aA 
Q =p +3 (ust Og, — aae), e ‘ 35 
此 外 , 也 易 验 证 
CE eet ts), . (84-35) 
由 直接 计算 或 其 它 方法 可 以 得 知 
{u, B(A)}—>{u, 8(a)B(A)} (3-4-36) 


的 确 是 方程 (3-4-27) 的 一 个 Backlund 变换 ， 
4.3 Kadomtsev-Petviashvili 方程 (K-~P HR, BS 见 章 
X) 
这 是 三 个 自 变数 的 方程 
(十 WUaze 二 Geuue)e 十 io 一 0， (3-4-37) 
HEKK t, w, y， 当 入 不 依赖 于 y 时 ， 它 实质 上 (除了 关于 2z 求 
FIDA KAV 方程 ; 车 不 依赖 于 如 把 y 改写 为 区 . 它 实 质 上 是 
Boussinesq 方程 . 
考虑 非 线性 方程 组 
$,- MÀ4- A0, (9-4-88) 
0,=NO+ BE,+ Oy, 


式 中 
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| V3 Wy t+ us — (2Qu+4a) 


uy N IU taf) 


"= — (2u-- 4X) (Au) + Uae ep 
(3-4-39) 
w= ude, 
它 的 可 积 条 件 Go 一 Ge 就 是 K-P 方程 . 
设 5 人 /是 (8-4-38) 的 一 个 列 向 量 解 on 至, 那 末 = 就 
满足 
o,=h-u-o? "vg fonds 


1 (8-4-49) 
o= — (2u-F 4a) (A-u-o 一 一 E 
3 J 


4 
十 vic -| Gud, 十 arr 一 


4 3 “ 4 
Ade duet) [oa 


-由 此 通过 计算 可 以 证 明 


1 
uU, Mu 
3 


Wu 20, (3-4-41) 

X K-P 方程 的 一 个 Backlund 变换 , Bl g AW E K-P 25 8. 

这 种 形式 的 Backlund 变换 见 章 末 [17], 在 其 中 证 明了 (3-4- 
41) ,并 作 了 比较 广泛 的 一 类 方程 , RD 

(t, + eg, t 6:4, t+ 6f u) e+ fruyy= Cf’ +12 f?) 

的 Bäcklund 变换 , 它 是 利用 线性 可 积 系统 的 一 个 解 作出 的 , 故 仍 
属于 Darboux 方法 的 范围 ,但 Darboux 阵 未 见得 出 . 

44 主 手 征 场 

这 是 理论 物理 中 的 一 个 场 论 模型 ( 见 章 未 [18])、 设 4, BE 
REFR ox» 阵 的 函数 (o, + 是 自 变数 ), 且 满 足 如 下 的 方 沽 组 
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A+ B,=0, (3-4 -42) 

A,— B,—[A, B] =0, (3-4-43) 

AK A,B RRA GL(n) (完全 线性 群 ) 的 主 手 征 场 *, 一 般 常用 的 
是 SU Gr) 群 ,但 这 里 我 们 只 叙述 GLlw, BR) 的 情形 

(3-4-43) 是 方程 

Je™gA, g:=9B (8-4-44) 

的 可 积 条 件 , 这 里 9 是 取 值 于 GL(Cw, BR) 的 函数 .但 是 , ERE 
18.14 (3-4-42) $, Ade, RISK A 的 方程 组 


,=14ð, ð=- lm ll. 9, (3-4-45) 


其 可 积 条 件 为 


4 -4-4 
MA ye Bo nA Bj =0, (3-4-46) 


3X 8 EF (39-4742). (3-443), 
下 面 讨论 Backlund 变换 的 Darboux 方法 ( 见 章 末 [19])， 
i D Jg (3-4-45) j— ABE FUE del D0, $ 


s(4) =I +a), (3-4-47) 
3t 81 a Oy ee ANS A PB, det w 关 0， 又 记 
BA) =s(A) BA), (3-4-48) 
ARA 0,0), NAD, 就 得 出 
A= aAa, (8-4-49) 
Qa =q Å — Aa, (3-4-59) 


[A 0.0): 一 iim B®: (1) ,我 们 得 
B,—-aBa t — 20a}, (3-4-51) 
040; — 224 = Ba — o B, (3-4-52) 
LEAS fe Ee, ROM fou +1, 但 不 能 全 为 二 也 不 能 全 为 -1. 
为 书写 方便 计 , 取 
* E bs, tu Ere, nari RB, E n JE OC HE S. 
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1 * 
A= i _ (3-4-53) 


—1 

JUR st +1, (n—s)\A—-10<s<n), dB 4:02), +, OAH 
《8-4-45) 的 % 个 列 向 量 解 ,使 得 %xn 阵 

h= [$:0), =, 4.0), bari 1), +, $l—1)] (3-4-54) 
非 退化 , 即 dotk#0, RIER 

s(D)$(1) =0, +, s(1)4,(1) =0, 
s(—Dbr(—1)=0, ++, s(—1)ġ.(—1) -0, 

这 就 是 前 述 的 对 于 Darboux 阵 的 主要 要 求 ， 注 意 到 


s(A) =I+Aa, 
把 这 些 式 子 综合 成 上 xm 阵 的 形式 , 就 是 
h+ahA=0, (3-4-55) 
从 此 得 
a= —hAh-, (3-4-56) 


BRYT, dotato, 注意 到 (3-4-45) 的 第 一 式 , 就 有 
he [49:0), =, ABC), —Abrn(—D), =, 40,710] 
= ARA, (3-4-57) 
从 而 就 得 
az= ~AbA*+hAh*AhAht=—A-+ado, (3-4-58) 
因为 oz 一 了 这 就 是 (3-4-50) 式 . 
再 注意 到 (3-4-45) 的 第 二 式 , 我 们 有 
由 (Di E Bé) (1, 2, 9, 
OO Aihm -Bá(-D (besti, e, n), 
从 而 有 
ho Bh’ , (3-4-59) 
式 中 y E 
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] 

| (3-4-60) 
| 

I 


从 此 可 算得 
a= — BhA' AR 1--A AR 1 BA A' ht 
= —BhA' Ah! — &BhA'h-*, 
通过 简易 的 计算 ,我 们 得 (3-4-52). 
这 样 ,我们 就 知道 
(A, B, 6(3)) (A, Br, BOAN (3-4-61) 
是 GL(n) 的 主 手 征 场 的 Bäcklund 变换 , 这 里 
Aij=ada, Bi=aBa—200, 
BX) = (E d-03) 0 (4) , 
而 “由 (3-4-56) 所 确定 .进一步 的 研究 已 经 得 出 , 令 A=diag(azt, 
和 0, — E, UE (8-4-54) rh] A BOW 


h= [$:03), e, Pa(An) I 
上 述 结论 仍 成 立 , 即 我 们 已 有 一 般 的 Darbouwx pE, 
如 果 我 们 限于 SL(w, E) (或 SL(m，0)) 解 ，4，B 应 添加 
trA=0, trB=0, ifi - 
tr A= tr (aAa) =tr A= 0, 
tr By = tbr (aBa) —2tr (aa) = —2br (a0) , 
A tra= —tr A, ira = (tra) =0, 根据 (8-4-52) 式 可 见 trB1=0, 
因而 这 里 的 方法 完全 适用 
主 手 征 场 的 Büeklund 变换 的 微分 方程 形式 可 见 章 末 [48]， 
但 方程 看 来 比较 复杂 ,未 得 出 显 式 解法 ， 这 里 的 叙述 给 出 了 微分 


(3-4-62) 
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方程 的 显 式 解 . 
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5.1 和 反 散 射 方法 的 关系 

上 述 的 Darboux 阵 方法 适用 于 孤立 子 方程 的 任何 解 , 并 不 要 
ARES B] LAE gU vr T Cn, 可 换 性 定理 的 证 明 就 没有 用 到 任 
ARR). 因而 它 和 反 散 射 方法 是 独立 的 ， 但 另 一 方面 , 对 
孤立 子 解 作用 适当 的 Darboux pe, 却 能 够 增加 或 消去 孤立 子 . R 
们 将 就 非 线 性 Schrodinger 方程 来 论述 这 件 事 . 


我 们 考虑 线性 系统 
B= MBE, -NÒ (3-B-1) 
fi p A B 
u-[ zl N | 4l (3-5-2) 


A, BÆK, p, p 及 其 2 导数 的 多 项 式 ,， 且 对 实 的 2 成 立 Nt+N 
=0, XE“ RRR, #p=P-OM, A-4o(L,D, W 
A, BRAKE, Hol, ORC HSA, WAY p=p=0 
时 , B=0， 现 设 Dp 是 孤立 子 解 , 因而 当 w-> 土 co 时 ,wp->0， 这 个 方 
程 的 散射 数据 有 如 下 的 演化 规则 ， 
a(f, t) - a(6, 0), 
bE, =b, O)exp| 2 fot, ar), 
u(t) = C(O), 
iG) o m Q) exp [25 f olt, s], 


(3-5-3) 


tht 是 反射 系数 , 2 HENRY, G EREN, m 是 相应 的 归 
HAT. i 和 和 名 为 满足 
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by (a, t, o-(,)e* (a> — co), 


0 (8-5-4) 
Bila, 1, Dh) Geom 
的 解 , 那 末 , 记 
P= ($., $i) (3-5-5) 
为 基础 解 ， 取 Lo, 使 detD(Lo) #0, FER uo, 由 
= Do (En) = Loos (Ca) OR. 
d O41(Co) — MP1s (Co) (3-5-6) 
作 相 应 的 Darboux 阵 s(%), 照样 作 Darboux 变换 
{p, D}—>{ pr, d. 
通过 直接 的 运算 可 以 见 到 ,2 解 挤 相应 的 散射 数据 为 
at, 1) = $$ a, 2), 
b, #) =b, 0, 
3-5-7 
Ca, ( ) 
Hik 7 Mx, 
以 及 新 添加 的 
kio= Co, , (3-5-8) 
Fa) = mm oxpf2i | olto, de), 


这 就 是 Darboux 变换 增生 “一 个 孤立 子 ” 的 过 程 ， 从 此 也 可 明显 
HZH, PS BRAT A ay Z6 孤立 子 解 确实 能 利用 连 次 作用 
Derboox gini fs. 

利用 相反 的 Darboux 变换 ， 能 消去 一 个 特征 值 ， 对 于 KdV 
方程 也 是 如 此 ， 详 线 的 计算 可 见 章 末 [20] . 

6.2 关于 一 般 的 Darboux RE 

E(u, Ui, Ua, )-0 (3-5-9) 

是 关于 u 《一 个 未 知 函 数 或 一 组 未 知 函数 ) 的 一 个 方程 组 ， 它 是 一 


“372 孤立 子 理论 与 应 用 


个 线性 方程 组 

0,-MD, 6,=-NG (3- 5-10) 
的 完全 可 积 条 件 , 即 (3-5-9) 和 

M,—N,+[M, N]=0 (3-5-11) 


等 价 ， (3-5-10) 中 M, NBS u 以 及 某 些 偏 导数 ， 记 为 天 [wu], 
N [v], W3 (8-5-9) A 8 — f us, | 
$,—M[v]O. — Qu N[u]9i, (3- 5-12) 
必 为 完全 可 积 . 记 
s= 07, (8-5-13) 
M [uy] =sM [u]s7 - s,s7*, 
N [ui] =sN [u]s ++ 3,877, 
这 个 式 子 称 为 规范 变换 ,s 称 为 广义 Darboux PE, (3-5-14) 也 可 改 
写 为 


闭 末 成 立 
(8-5-14) 


Se= M [u11s — SM [v], 
$,— N[u4]s - sN [u]. 
对 (3-5-9) 的 一 个 已 知 解 , 我 们 求解 (8-5-15) (关于 s Mu), 就 可 
以 得 出 新 解 和 Darboux PE, 由 上 所 述 ，(3-5-9) 的 任何 两 个 解 都 
可 以 由 广义 Darboux 阵 联 系 ， 或 者 说 , 从 任 一 个 平凡 解 出 发 , 通 
过 广义 Darboux 阵 , 原则 上 可 以 作出 任何 其 它 一 个 解 来 。 但 (3- 
5-15) CK s 和 wi 同时 作为 未 知 函数 ) 是 不 容易 解 的 ， 一 般 要 添上 
其 他 结构 (例如 参数 ,才能 使 (3-5-15) 化 为 可 以 解 出 的 形式 ., 我 
们 所 说 的 Darboux 方法 , 就 是 给 出 (3-5-15) 的 解 的 一 种 方法 . 
”除了 Darbouxz 阵 方法 外 ， 还 有 不 少 求 Büeklund 变换 的 方 
ik, 例如 , Hirota 的 双 线 性 导数 法 、 延 拓 法 、 局 部 高 阶 切 丛 法 (Jet 
bundle) 等 等 ， 因 限于 篇 辐 , 这 里 不 多 加 叙述 了 , 可 以 参考 有 关 的 
eH, 


(8-5-15) 


[1] 
r2] 


[3] 


[4] 


[5] 


t6] 


E71 


(81 


[91 


[10] 


[11] 


[12] 


[13] 


[14] 


[15] 


16] 
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第 四 章 


经 典 可 积 系 统 


Liouville 意义 下 的 完全 可 积 系统 是 一 个 挑战 性 的 题目 ， 人 
们 对 它 的 认识 经 历 了 一 个 大 的 反复 星期 经 典 力 学 的 玩 想 目标 是 
求 出 运动 方程 的 显 式 解 。 这 种 努力 的 顶点 ， 是 发 现 一 些 以 技巧 著 
称 的 完全 可 积 力学 系统 的 范 馆 , 如 Jacobi 关于 椭 球 面 上 测 地 线 方 
FABR, Kovalevskaya 关于 一 些 类 型 的 陀螺 的 研究 等 ， 到 19 
Theda Bi, Poincaré 等 人 意识 到 多 数 Hamilton 系统 并 不 完全 可 
积 ,特别 是 指出 了 洲 名 的 三 体 亲 题 不 可 积 ， 后 来 又 发 现 ,在 小 扰动 
PREM AE EDR, SOR, 可 积 性 的 重要 性 自然 受到 了 怀疑 ， 
可 积 系 统 被 讼 汐 是 个 别 的 讽 外 情形 ,不 具备 通 有 性 ， Poincaré 
等 人 开始 , 卉 力 系 统 的 研究 重点 ,转向 定性 理论 。 可 积 理 论 自 此 进 
入 低潮 ， 

20 世纪 60 年 代 中 期 ,对 孤立 子 的 研究 兴起 , 发 现 为 数 众多 的 
方程 ， 尽 管 背景 极 不 相同 ， 却 都 被 判明 为 Liouville 完全 可 积 的 . 
此 外 又 知道 , 在 小 扰动 下 , 虽然 完全 可 积 性 被 破坏 , 但 原 问 题 的 不 
恋 环 面 的 一 个 大 子 集 却 保留 了 下 来 ， 组 成 一 个 复杂 的 具有 正 测度 
的 Cantor 集 , 这 就 是 著名 的 KAM 理论 ( 见 本 章 末 [1])， 有 人 进 
一 步 证 明 ( 见 [2])， 在 Whitney 可 微 意义 下 ， 扰 动 系统 在 上 述 

Cantor 集 上 仍 是 完全 可 积 的 。 这 样 ， 造 成 19 世纪 末 叶 以 来 对 完 
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全 可 积 性 的 研究 停滞 的 原因 不 复 存在 .在 一 个 新 的 层次 上 , 近年 
又 开始 了 热烈 的 , 忙碌 的 资料 积累 过 程 、 不 过 如 J. Moser 所 指出 ， 
对 可 积 系统 本 质 的 认识 , TEE, 

下 面 我 们 将 论述 有 限 维 辛 流 形 ，Liouville 完全 可 积 性 及 一 些 
初步 的 例子 . 主要 是 介绍 V. I. Arnold( 见 本 章 末 [3]) 与 J. Moser 
( 见 本 章 末 [ 了 ) 等 人 的 工作 , 增补 一 点 说 明 及 证 明 ， 无 穷 维 的 工作 
已 有 不 少 进展 , 但 框架 性 的 基本 工作 尚未 完成 , 本 文 不 拟 涉 及 . 
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1.1 辛 流 形 

Hamilton 系统 的 理论 框架 是 辛 流 形 ， 最 简单 的 例子 是 装配 
了 微分 2- 形式 o^ =dpAdg 的 坐标 空间 R—((p, 9), 为 了 以 
后 的 应 用 ,需要 计算 o 的 矩阵 了 = (eu). A 

RM= {(at, e, wb = (p, os, pr, gt, +, gn), 
ED p=, f= ant 则 
w= dp \dg= > dp \ dg'= = dat Ndati, — (4-1-1) 

VIS 3E £ WAR £—da'(£), RRO RRA SE XC 


SE -XX cyt’, (4-1-2) 


D att 


n 


w’ (E, 7-2 


易 知 dety =1, 故 o? BAE, AEJ ONER T 35 
-E 
0 
Bic E" 中 的 标准 内 积 为 (`.，'), 则 
o" (£, ») - (£, Jn) = (IE, n), (4-1-4) 


0 
aa (5 J- -7-75 
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定义 1 MERE M” 上 的 辛 结构 ,是 一 个 闭 的 、 非 退化 的 微 
分 2- BK wo, (MP", ARAFE. ARE do? —-0, 非 退 化 
条 作为 

o*(£,9)-0, V m23É-0, (4-1-5) 

KES m 为 同一 点 处 的 切 空间 全 Me 中 的 向 量 . 

闭 条 件 对 于 以 后 建立 Hamilton 函数 的 Lie 代数 是 重要 的 ， 
它 等 价 于 那里 的 Jacobi 恒等式 ( 见 本 节 的 1.5.). 

我 们 观察 一 下 辛 结构 w? 的 局 部 表示 所 满足 的 条 件 。 先 设 os 
是 任意 的 微分 2- 形式 


e» -2 wyda A dal! = i2. waa ^ da, 
其 中 令 Og 一 Ty. 则 对 £, nETM,, 
oE, m e 3 Bou En! E) = Deus’, (4-1-8) 
AAA Einstein 求 和 约定 , 简写 为 
o(£, n) = wy em, (4-1-7) 

命题 1 o° 非 退 化 , 当 且 仅 当 det(c,;) 40, 

证 明 cw? 退化 ; FE £00, fi E, 7)=0, 对 任意 7 成 立 , 即 
oilEoi 一 0 对 任意 实数 史 成 立 ， 这 等 价 于 wwt'=0 MARE, 其 
充 要 条 件 是 系数 行列 式 det(www) 一 0. 

闭 条 件 的 局 部 表示 .由 

= 004; i 
0= 2da? ES da A dat Ada, 
故 为 03 个 等 式 
Zost (e, j, BEB) 一 0. 
总 之 , 辛 结构 3 在 局 部 坐标 中 的 矩阵 潢 足 三 个 条 件 ， 即 反 称 条件 
opm 一 wy， 非 退化 条 件 det(w,;) 40 与 上 桓 用 偏 导 数 表 出 的 闭 条 
it. | 7 E oF, 0$ 


"E 
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12 余 切 从 的 自然 辛 结构 
辛 流 形 的 一 个 重要 特例 ,由 余 切 从 产生 、 设 术 为 n 维 微分 流 
形 . V Eo RAS TM, 是 一 个 % 维 向 量 空间 ,其 上 的 一 个 
二 形式 ot 称 为 矿 在 “处 的 一 个 余 切 向 量 . 在 处 的 全 体 余 切 向 
量 组 成 在 2 处 的 余 切 空间 TV. 它 是 切 空间 的 线性 对 偶 ， 太 
上 各 点 处 的 所 有 祭 切 向 量 构成 玉 RAV, BR, 
T*y =U TV, 
余 切 向 量 到 切 点 的 自然 投影 
mx: wr TMoM 
是 重要 的 . 
局 部 表示 HV Wc CRAM, qO, WTM, 
有 基底 eor SS IRM da, JEER 1- 形式 有 唯一 的 展 式 
om Mpdf, pode, o, ^ (41-8) 


MTV. A BIE da! GREAR <e, >, Ve LIGE ot BAS d 
AO). TV 上 的 元 素 of psp, g). BRP IV 以 2n 
定理 1 RWA TV 有 自然 的 辛 构造 ， 其 局 部 表示 为 
c? — dp ^ dq. (4-1-9) 
证 明 任 取 pET*P。， 则 它 具 有 二 重 性 , 一 方面 2 是 27 的 
一 点 , 自然 投影 z 将 Pp 映 为 的 一 点 a, 另 一 方面 p 是 六 在 2 处 
的 1- 形式 , 拉 回 映射 
m*, PA pA w! 
SHH ATV 在 Pp 处 的 二 形式 ， 因 而 用 外 微分 立即 得 到 了 * 了 
《在 2 处 ) 的 2- 形式 
o = do! = d(a*p) , (4-1-10) 
BRERMAM, dota dde = 0， 为 证 明 它 是 TOV 的 辛 结构, FP 
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还 需 证 明 其 非 退 化 性 . 
因为 wx; prow MORIAR (p, a0 (9), OE 0 
MR £ C T CI*V),, m. £o. 的 局 部 坐标 表示 为 
(IPCE), dg ()) (dg (£5), 


因此 
o (£) -a*p(£) = p(m,£) = 2 p'dg' (£), 
由 的 任意 性 ， 
ote 5 pdg, (4-1-11) 
o? — dos =S dp Ade, (4-1-12) 


由 本 章 $1 节 开始 的 简单 例子 ， 知 det(w*) =1¥0， 非 退化 性 得 
证 ,同时 也 给 出 定理 中 的 局 部 表示 ， 
1.3 Hamilton 向 量 场 
Noethez AFI BUB EWNUECOMT, o^), HAE B E 
ETM: MER 
ame. E V nETM,, 
WME SRO Oo ET'M,， 我 们 想 知 道 映射 Sot 是 不 是 
WIE, 为 此 将 上 等 式 罕 成 局 部 表示 的 形式 
a= am, Y x, 
hamog, FRERET det(eow) +0 立刻 知道 有 唯一 
ob， (7) (oy) HME, FLEA 
| 定理 2 存 证 唯一 的 线性 同 构 I.E - Io" (TM >TM), 
使 得 
co (n) So*(9, To), V. o! CT*M, V ETM, 
在 局 部 举 标 中 ,了 的 矩阵 恰 为 辛 结构 o^ 的 矩阵 之 着， (4-1-13) 
工 称 为 Noether 算 子 或 逆 辛 (implectio, % inverse symple- 
otio 之 缩写 词 ) 算 子 、 变 动 切 点 2, 它 显然 将 M 的 微分 二 形式 o! 
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Bey 于 上 的 向 量 场 ， 或 者 说 将 余 切 从 的 截面 所 成 之 空间 映 2 VJ 
从 的 截面 所 成 之 空间 7. DOT M) 5 T (T AD), 
定义 2 辛 流 形 上 的 光滑 函数 A, MUR FH Hamilton iS 
Et, IdH 称 为 Hamilton 疝 量 场 , Hamilton 正则 方程 写 为 
z-- IdH (a), 


这 里 22 ( LS), ye HM 为 欧 氏 空间 中 的 嵌入 流 


JE, 则 2 即 为 解 对 t 的 导数 . 在 局 部 坐标 (ou …,za) 中 , Hamilton 
向 量 场 与 正则 方程 的 分 量 式 分 别 为 
x ôH 


(1d H)'—-o BaF? gi = o 


特别 ,在 CR”, o= dpAdg) m, 
oo EE-E) er 


2H. (4-1-14) 


E o/AH, 
-.2H 8 1- 
OH (0H |, OH) my. 
这 里 HQ" iE e(Te SE) HS, 
考虑 初 值 问题 


a=IdH(2), lio=2o. 
在 局 部 坐标 中 , 成 为 常 微分 方程 组 的 初 值 问题 . 用 解 算 子 名 w 
其 解 为 z(t) 一 gizo， 则 由 解 的 存在 唯一 及 对 初 值 的 可 微 性 可 知 ， 
9: MoM" EASA, AAAS g'og!- gt G8 5, s, 
i+sPRTRNFERE), BE g^ ARRAARN ARASH, 
称 为 Hamilton 相 流 ， 由 定义 知 


4. g'o= IdB (g'a). (41-17) 


定理 3 每 一 个 Hamilton 相 流 都 保持 辛 结构 ，(9)*w* 一 ww” 
.… 这 是 Hamilton 相 流 最 重要 的 性 质 之 一 。 证 明 见 本 章 末 [3]. 


第 四 章 ”经 典 可 积 系统 181 


由 控 回 映射 与 外 积 的 相 容 关系 
fot Ao!) = Cf*o) A (te!) 
立刻 知道 (g9* 保持 e? ^ Ne, 35 o? SHAAN, 这 恰 为 体积 
元 (不 计 常 因子 )， 因 此 便 有 
推论 ”Hamilton 相 流 是 保 测 的 . 
1.4 流 的 可 换 性 
考察 一 般 微分 流 形 用 (不 限于 辛 流 形 ) 上 的 光滑 向 量 场 EE€ 
K(M), REX, i sEM, H El) ETM, 
由 向 量 场 上 决定 的 流 g: MM 是 一 个 微分 同 胚 的 单 参 (局 
部 ) 群 ,满足 1 
d s=), (4-1-18) 
KAZ, g 是 初 值 问题 
a= E(x), 2! 10= Lo 
的 解 算 子 ,其 解 可 表示 为 w(t) = gite, | 
流 形 用 在 2 处 的 切 向 量 5， 通 常 定义 为 及 上 过 = 的 曲线 的 
切 等 价 类 .利用 流 可 定义 流 形 上 的 方向 微分 算 子 L, CXR 
数 o. MI RAI BRM, HAW 


(Le) (0) = 号 |  e(gi)-dp(£(2)). (4-1-19) 


#=0 
BAEO AEA, HARRER Co Po HE RAB HE R Le 
EO, BERERE, 可 将 Le 等 同 看 待 
I BRA, BCH Lu, Ly) = Lj, LD 仍 为 一 阶 微分 算 子 ， 
记 为 五， 事实 上 , 由 直接 计算 知 , Æ D= 00/025, L,-s0/28*, M 
Le Let 1): (471-20) 
CELUI E 53 n f) Poisson 3889, EXE, n), Bot 


[Le, Ly) = Los, (4-1-21) 
这 样 ， 便 有 方向 微分 算 子 的 Lie 代数 与 向 量 场 的 Lie 代数 的 
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同 构 .进一步 ,在 Lie 代数 问题 上 , 可 将 & 与 D; 等 同 看 待 . 
流 9: 9; 不 一 定 可 交换 。 为 考虑 其 不 可 交换 程度 ， 任 取 光 滑 
BR o. MR, 研究 
A(é, s) =p(gigit) — (99:2). 
cEM 是 任 一 固定 点 ， 因 s=0 时 4=0,， 故 在 (0，0) 处 A, A5, 都 
AME. AH, 4, AAS, HEMMER YY 
ds (0, 0) = — (Ly, L,]p(a). 
按 Taylor Bx, 
g(gigse) — 9 (gge) = —st[L,, L,lg(s)--O(r?) (4-1-22) 
Hp r= vts. 
定理 4 Mig: 95 WR, 4AM YE, 0] -0, 
证 明 BRAT, NU 4(s, t) =0, 由 上 面 等 式 立 刻 得 L; Lj 
=0,#(E, 1] =0， 反 之 , 设 [Em] - 0, Bl] 
pgina) — p(Gngia) =O(r*) 
Ap 为 任意 光滑 函数 ， 给 流 形 妈 以 确定 的 Riemann 度量 时 ， 
gig,» 5j gigio 的 Riemann FER Jg r° By. 
任 取 定 SCM, ts jii Ef — AR BIKE 55 ERR RRM 
线 , 都 相应 于 流 形 上 的 一 条 路 径 
KI GEG, 
HEI O<t<a, O<s<b 等 分 为 WN? 个 小 矩形 ， 妈 -平面 上 连结 
(0,0), (a, 0), (a, b) — :点 的 折线 ,经 过 N? 3p, nfato 为 连结 (0,0)， 
(0, b), (a, 所 三 点 的 折线 ， 每 一 步 将 某 一 小 矩形 的 下 、 右 两 边 ， 
变 为 上 、 左 两 边 ， 由 图 4-1 可 知 
pla, à") »O(N 7». 
由 解 对 初 值 的 可 微 性 
p(B’, B") -O(N7?). 
we N? 步 后 ， 
ALK, gagi e) -OQN 7), (4-1-23) 
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S, 
(0.6) (a,b) 
= 
0) (59 1 
图 4-1 


KERS N 无 关 , 令 N co 可 确立 gpw 一 grgiw. 流 的 可 换 性 得 
证 . 
1.5 Hamilton Maa Lie 代数 
iO wo) SRE, H, M”->R Æ Hamilton 函数 ， 以 下 
将 Hamilton [3] E 17 £= IG H 的 Hamilton 相 流 9g:— ghan 简 记 为 
gu. 
定义 8 两 个 Hamilton H% F, H 的 Poisson 括号 是 一 个 
. Hamilton Rx, Hf FA AK SH 
(P, Hy) o -5 F (gine) = Dron F (0). 
AK (F, Blo) —dF(IdH),— s (IdH, IdF), (4-1-24) 
定理 5 Hamilton 函数 的 Poisson 括号 是 双 线 性 的 和 反 称 
的 , 且 满 足 Yascbi 恒等式 
((A, 2), C)+((B, O), A)+((0, A), B) -0, (4-1-25) 
TEA ” 双 线 性 与 反 称 性 由 前 述 公式 即 得 ， 为 证 Jacobi fH 等 
5t, 简 记 4=I44, b=IbB, c— IdO, Mi 
(CA, B), O+ ((C, 4), B) = (II — LLo) A 
具 含 4 的 一 阶 导 数 项 . B, O 情形 类 似 ， 故 以 下 计算 中 4，B, O 的 
二 阶 导 数 项 一 律 略 去 , 上 式 经 计算 为 , 
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ora 


04 (a Ob! _ yy ae! ) 24 
ox! ox" a / Qs! 


u 
= BO ay (Fb — b"e ) cosa 


pr 
— 208 (ey — pof) af 
=u (cb — Beat, 


(Leb! ~ Lye’) 


将 4, B, O 作 轮 换 后 相 加 ， 
((A, B), 0) +eyole 


a” b* c* 
1 Qo: i i 
2 au" da boc 
d^ b ei 
Qd Bo qus i J 
2 da* \ da? Nda! (a, b, c) 


do (a, b, c), 
这 样 , 便 导 出 一 个 非常 有 趣 的 等 式 ， 
(CA, B), O)) - (GB, ©), A) - ((0, A), B) 
—do*(IdA, IdB, IdO), (4-1-26) 
由 此 得 出 一 个 深刻 的 关系 ， 辛 结构 o^ HEN ARH dw? 一 0， 与 
Poisson 括号 满足 的 Jacobi 恒等式 , 是 互相 等 价 的， 定理 证 明 完 ， 
注意 ，Hamilton 函 数 的 全 体 , LIME AHS E xs Poisson 括 
号 积 之 下 , 构成 一 个 Lie 代数 ， 

” ”命题 2 Poisson 括号 在 局 部 坐标 中 表示 为 

(P, H) =o" E oF FP, IVH», — (41-21) 


”证 明 Ast—o*(IdH, IdF) 
= ouo Hz) (o P) 
= (w*H,) (SF) 
=w" HF, 
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—— 


特例 在 (RE”, dpAdg)ri, 
aF ƏH 


ar aH 
(F, HB AC 0 Op öp ög 


a5 208, H) 4-1-28 
OG, p) (4-1-28) 
0 EN 
um w)-D-(2 0 ) 
—E\/H, 
(F, H) = (F, Foy, 0 Jg )-re mn. 
命题 3 Hamilton 正则 方程 的 括号 表示 : 
gi (a, H), (4-1-29) 
证 明 由 1.3. 段 已 知 正 则 方程 可 用 局 部 坐标 写 为 
a! — wo" Hy, 
另 一 方面 ， 
Gat, 可 一 or 22. PE. rd{H,= PH, 
特例 eque, dp ^dg)*h, 正则 方程 为 | 
p'— (p', H), q'= (gi, B). (4-1-30) 


用 Poisson 括号 研究 Hamilton 相 流 的 守恒 量 非常 方便 . 

. 定理 6 (i) FRR 的 守恒 量 , 当 且 仅 当 (F, H) =0, (ii) 
PF BI ge ATR, MWH R3 gr 的 守恒 量 ( 互 反 律 ) Gi) 
E Fi, Pak ga OTHER, WiFi, Fe) the ga 的 守恒 量 (Poisson 
EAD. 

um (i) H gi" fa, 知 
dr L F(gho) -. T 9h98») =(F, H)(gka), 
s t 
PF (gan) — F (a) = | (F, H)(gge)dr, (4-1-31) 


Ast FU ge 守恒 的 充 要 条 件 是 (F, H)=0, 
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Gi) 是 (了 ) 的 直接 推论 . 

为 证 (iii), 由 Jacobi 恒等式 

(CFs, Fa), H)+((Fa, H), Fi)+((H, F3), Fa)=0, 
根据 FE. Fo 是 互 - 流 的 守恒 量 ,后 两 项 为 零 , 推出 第 一 项 为 零 . 

Jacobi 恒等式 的 另 一 重要 推论 是 

命题 4 [IdB, IdO] =—Id(B, C), (4-1-32) 

证 明 fic (B, C)=D, IbB=8, IdC—Y, IdD=8, (ER 
一 个 Hamilton 函数 A, 则 Jacobi 恒等式 

.. ((4, B), O)+((B, O), A) * ((C, A), B)=0, 
可 改写 为 


因此 


L,D,A—-l,A—-L,L,A=0, 
—L;= [Le, Ly] = Ley. (4-1-33) 
由 此 即 得 所 需 等 式 [B, 7] = 一 3. 

由 此 命题 可 知 , 两 个 Hamilton 向 量 场 的 Poisson 括号 仍 为 
Hamilton 向 量 场 ， 因 而 辛 流 形 上 的 全 体 Hamilton 向 量 场 ,是 向 
BY Lie 代数 的 子 代数 . 

上 述 命 题 的 另 一 个 意义 是 , 映射 Id. HeIdH 将 Hamilton 
PHBH Poisson 括号 映 为 相应 的 Hamilton 向 量 场 的 Poisson 括 
号 ， 因 而 是 一 个 Lie 代数 同 态 ， 容 易 验证 , 此 同 态 的 核 由 流 形 M 
上 的 局 部 常 值 函 数组 成 , 


$2 Liouville 完全 可 各 性 


2.1 Liouville 定理 

设 (M”，w?) 是 辛 流 形 . 两 个 Hamilton RR Fi, Fa 称 为 是 
MAR, AA, 了 s) 一 0， 由 同 态 公式 知 , 相应 的 Hamilton jiji 
Hb é= IdF, £.=IdF sR, 因而 Hamilton Wy gr, ge WTR, 

Liouville 条 件 ， 称 Hamilton z& GE (M?", w°, HJ. Liou- 
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ville 条 件 , 知 

GQ) 它 有 % 个 两 两 对 合 的 守恒 积分 Fy= 了 HH，Fa, …， 了 
(F, F;) =0. 

(2) 存在 一 个 水 平 集 

M,-is€ M" Fi(0) = fy, e, Fale) =f}, 

这 里 f= (六 +, Ja) CRY EM, ESSA, dE, +--+, OF, RHF 
X. 

jd £,- IdF,, 相应 的 相 流 为 gt', 则 在 Liouville 条 件 下 , 向 量 
H é 7, & 两 两 可 换 , BM, 的 每 一 点 处 线性 无 关 ( 困 工 为 同 
HM) ”由 此 知 gr,…, gw 两 两 可 换 . 

Wi ocM,NUGE WE UM E oA EAR ER (2), AGP, --, 


dF, Æ x 处 线性 无 关 , 故 Jacobi i E 
OF: ... OF \_ Fs, +, F2 
“aa? 7 Op) OG, a) (4-2-1) 


AR, vrack==, HERRE, 从 
Falat, ++, oP} =0, +, Fiat. +, a9) =0, 
RSE n PAS, EAS n GIR BRI, 由 此 可 建立 
My I n HEXGIBBOZ MIS, 
命题 1 M; ERA MRE, 
证 明 AC, F)-0,8 P. g, MP, (Vo) ROEM, 


则 
Fg =Fi@=fi, Vv j, (4-2-2) 
因此 gc € Mr, 
Liouville 定理 设 Hamilton 系统 (M?, o^, HWE 
Liouville 条 件 , m 


(i) M, 3 Hamilton BH H = F 的 相 流 的 不 变 流 形 . 
(ii) E: M; 紧 致 、 连通 ， 则 它 微 分 局 胚 于 n 维 环 面 T" — i», 
7, Qn) mod2z}, 
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(iii) AYE My 上 的 限制 是 一 个 条 件 周 期 运动 , 在 角 坐标 9 
= (gs, Ut, Pw) 中 的 运动 方程 为 
Bmw, w= 2(f). (4-2-8) 


结论 (i) 的 证 明 已 含 于 上 一 个 命题 中 . AP Liouville 条 件 
下 , 水平 集 My 是 一 个 nn 维 光滑 流 形 , 在 其 上 有 ?个 两 两 可 换 的 向 
EE A6, ENE M, 的 每 一 点 处 线性 无 关 ， 下 面 2.2 段 的 
Arnold 引 理 即 保证 M, ST RAM. 根据 其 证 明 ， 在 2.3 段 
引出 上 面 结论 (iii). 

2.2 Arnold 引 理 

5318 1(Arnold 引 理 ) 设 "为 n 维 紧 致 、 连通 的 微分 流 
JE, 在 其 上 存在 % 个 两 两 可 换 的 、 处 处 线性 无 关 的 向 量 场 ， 则 Mr 
5j n SES T" 微分 同 胚 . 

证 明 (G) i= (5, e, ER 定义 g: Mr M^, 其 取 值 
为 


Ga= gy eg T, 
. 由 gt, c, ge 的 两 两 可 换 性 , 有 grege, 
Gi) 对 固定 的 co € M", 进一步 用 


s= g(t) — gro 
定义 9. toz(R"— M". AF 
e | a0 tae (gines = 0 i. oe 
Ol |o Oh of Jro Ol, , fito (o), (4-2-4) 
Dr 
det( 22) -det(£, +, £,)o#0, (4-2-5) 


故 由 反 函 数 定理 得 断 语 ， 存 在 zo 的 邻 域 UCa" 与 #=-0 的 邻 域 
VCR", EB g: VoU BRDU, Alt, (V, g|v) 是 流 形 M" E 
we 的 邻 域 的 参数 化 ，(DU，g +!jo) 是 流 形 M" 在 zo 的 邻 域 的 坐标 
T. 

(iii) Bil. pA RM" JA. 事实 上 ， B Ar? zB, ME 
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的 任 一 点 z， 都 可 用 M" 上 的 某 条 道路 ?与 zo 连结 . 了? 可 用 本 节 
2.1 段 的 坐标 邻 域 覆盖 , 故 可 选 出 有 限 覆 盖 CM" RK). AB 
当 加 多 , 易 知 存在 M" 上 的 一 串 点 ro, 21, ++, m mo, 使 得 


[4 
B= g tii 


Gia cR? Bt, 
C= gu m Up = PEE Ini ghiro = ght ting. 

Bru, gU M^ 虽 是 满 射 的 , 却 不 可 能 是 单 的 ， 否则, 9 是 
PURE, 而 E^ 非 紧 致 , M" 紧 致 ,这 是 不 可 能 的 . 

Civ) g 的 单一 化 ， 对 于 M" LEW As, 可 定义 驻 定 群 

Te= {tE R" gzr=p}. 
(不 难 验 证 它 是 加 群 ).、 工 ,与 2 的 选择 元 关 ; T= 了 了), V2, ye, 
事实 上 ,由 上 面 断 语 的 证 明知 y=gw， 若 iET。, M 
gy gg e= gie gr go y, 

Kiel, WIC, 局 理 可 证 反 向 的 包含 关系 ， 由 此 可 定义 
Pel, 与 2 选择 无 关 ， 

为 将 多 一 映射 g: treo 单一 化 ， 定 义 A 中 的 等 价 关系 t~s: 

gH ~9(s), 其 充 要 条 件 依 次 为 Gra = Prog aem zoe CI. 

因此 , SNR [如 的 全 体 组 成 商 群 R/C, EM EUH g 单一 化 为 一 
一 的 满 射 ; 


和 四 bm foa (4-2-6) 


(v) HERT, BROCT, HERD, ONBRVCR 与 
vo H RRUCM AE, MV PRA RA 的 其 它 元 素 ( 否 则 六 
PRABAKARA, EL 映 为 口中 同一 点 xo, V SU AURI 
REALE), 对 于 任 一 点 iE 工 , 易 证 t RRV CR" mx DE 
其 它 元 素 ， 因 此 驻 定 群 是 E HARTE, 

引 理 2( 代 数 引 理 ) ”加 群 HERAT, EXE 
^r (Gn) 线性 无 关 的 ei, +, e € D 生成 
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T = {miei te H Mmes m1, 0°, m; EZ}, 站 (42-7) 
《证 明 见 [3], 该 书 中 276—277 页 ). > | 
(vi) id p- (p, +, 9) € P, y- (QU, YER X 
虑 映射 
P: (p, y) ^ (p mod 2m, y); 
ReoTxBe 
PRE IMB AAS, 又 给 出 T*x 7" Aye RE, HR 的 基底 
sj72m(Ba, 5, On)? (je1, =, n), 
HAMA pg 
kor (7) =p (0)={(9, y) €R"|p=0(mod 27), y=0} 
ee D = (mies Eme m1, *, mic ZH. 
E gr T el …， & 生成 的 离散 子 群 P. BE, s p di 
单一 化 为 同 构 | | | 
BEEN J: BoP Ro, (4-2-8) 


- 定义 映射 A, 81F>61, ***, 84-96, 将 其 线性 扩张 为 坐标 空间 


R={(p, IR R= (C) S RUN, 其 矩阵 为 (4) = 二 (en uL 
…)。 由 图表 
Rr={(0, y)} 5E = {i} 
?| le 
T* x Bers M” 

A M* 5 T* x R7? iiit AN a 将 此 图 表单 一 化 为 
l R'/Î> Rr 

mee I 

ye Ry mM 
jid a xd 一 的 满 射 , BOW SAB, By Mt E, 必 
A k=n, Ae T^ 5j M^ BRB, Arnold 引 理 证 明 完 . 
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2.3 A-RERERA M, 上 的 限制 
SE BIE +, R BS ES RIS. 


là 
fe Ag, (4) 9 375 Br e), 


其 中 61, ce, 6 ERB D WERT. FON 
p= At, (A= (os, ++, On), zx 
Tg Enmilton 函数 H-P, 的 相 流 gr AER t fA t, AR 


n 
P A- E : - At 2 =wdo, (4-2-9), 
oe . 0 
命题 2 7 Hamilton mH H=F, 的 相 流 的 作用 下 ， 不 变 环 
Tah M, 的 角 坐标 兄 随 时 间 ( 流 变量 ) 均匀 变化 ， 
gee, o=o f), (4-2-10) 
pt) —-9(0) t c, (4-2-11) 
由 分 量 式 p G) - 9^ (0) tot 知 , 分量 of LRL 2/5, 故 
Ho, …, o^ 可 公 度 时 , PHBA Ras, 一 般 而 言 ， 只 能 是 条 件 
周期 运动 . 
不 难看 出 , 在 每 一 个 了 流 的 作用 下 ， M, 上 的 点 都 作 条 件 周期 
运动 , 冰期 分 量 由 矩阵 (4-2) 的 第 了 列 决定 : 


A 3a 
2p .. O° -1 : = 4 一 : zx; 
ot; h AME j-47| : | O (4-2-12) 
. [^ Sin 


2.4 作用 - 角 变 量 
Eug, Hamilton AA (M™, œw, Hil E Liouvil- 
le 每 件 ， 且 水 平 集 M, RR A, 则 Mj 与 T^ RAR, 簿 记 为 
Mi 
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BERE pRB, 可 以 证 明 ,当下 = (Fi o, F) 
ES = Cfa …, 思 ) 的 充分 小 的 球形 邻 域 DCR hagen, Me H 
”出 用 ;的 一 个 邻 域 ,这 是 一 个 2n 维 微分 流 形 , 微分 同 胚 于 

{(F, pmod2x)|F ED", [p] €T") = xT, | 
在 此 M, 的 邻 域内 , Hamilton 函数 H — F: 的 相 流 , 可 用 局 部 坐标 
CE, 9 中 的 简单 的 2n pios 


dF 


其 解 可 积 出 
F@)=FO),  9()-9(0--oQ (0), . 
剩 下 的 问题 是 : CF, 中 不 一 定 是 正则 坐标 . 
引 理 3 函数 的 复合 保持 对 合 人 性. 
证 明 B A-A, e, Fa), BBF 7), 则 由 下 列 
AATA ARBRE 


2A 8B 
(4, B)- EY OF, = Fi, P). (4-2-13) 


此 公式 可 由 直接 计算 得 到 (对 4, 1 ARME) 


(A, B) -È 8A B| 
Op, Op, | 
| [24 8F. ƏB aF, 
n Of, gi ef, Ogi 
Had ar, oB ak, 
OF, Op, EF; Op | 
z ðA 0B O(F, F) | p 
"EE, OF, aq, pi) CHA. (4-2 14) 
可 以 证 明 , 存在 五 = (Fi 0, FO nA NEI-IQP), I 
一 (Ti，…，T 了 To， 使 得 (TI，p) 为 正则 坐标 ， 因 而 辛 结 鬼 可 以 表示 


为 


第 四 章 ”经 典 可 积 系统 193 


o= S dl; Ado, (42-18) 
f=1 


B.ESISEA A I.e, 了 ,两 两 对 合 。 辛 结构 的 上 述 宕 达 式 引出 
更 完备 的 一 组 式 子 : 
(I, 1)-(9»,93-9, (p, I) = 6y. 
工 称 为 作用 变量 . (I, 9) ARAB M, 的 邻 域 中 的 正则 坐标 
的 作用 一 角 变 量 系统 . . 
BRI, LER RR DER TEE, 流 方程 可 用 作用 一 角 
变量 写 为 


dl _ dp _ _ 
di -0, dt — (I). (4 2 16) 
作用 变量 工 的 构成 见 [3] . 


Bj n RRS ARE (R7, dpAdg) 中 的 Hamilton R 
统 


H= $ (pto). (4-2-17) 
r1 Poisson 括号 (p., p) = (qi, 42 =9, (gu p) = òu, Al 
F y= pjt oig, j=l, t, 
为 两 两 对 合 的 守 便 积分 系 ， 当天 0，,…, f70M, My 显然 是 
KET, 其 上 的 角 坐标 为 wj= te" Cog/p). BRR | 


dp; 5 (PAg —gdp:), - (4-2-18) 
J 
dP ;=2( pidp, + w59,49;), (4-2-19) 


ik dF; Ado,;—2odp, Ndg;, PRI RT DARUERG E RA 
| Leiba ge Git ei). 
此 时 , aI; 人 dp, 一 dQp; 信 dg;， 利 用 正则 方程 直接 计算 得 
j=0, po, 
BM I.) 7 1,0), p(t) =p) T oj, Ti 
P= V/201, cos pi, (4-2-20) 
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21, . 4-2-21 
EN, 211 sin Pi, ( ) 
ej 


83 几 个 有 限 维 可 积 系统 


8.1 Pliicker 坐标 的 括号 性 质 

7 BE WE UR, o^ —dpAdg), 其 相应 的 Poisson 括号 的 具 
体形 式 为 

(F, H)=<vF, JVHy-S e : m (4-3-1) 
3X BU 845 RAK REAR, 人 = Xon, WERKEN 
(pi, Pi) = (qd, q) 一 0， (gq:, Ps) = Oy, 

由 于 Poisson 括号 定义 为 沿 流 的 导数 ， 故 不 难 验证 Leibnitz 公式 
与 复合 函数 公式 : 


(AB, H)=A(B, H)+B(A, B), (4-3-2) 
(CD, H)=f'(A) (A, AD, (4-3-3) 

_ e(A. BY 
(A, B) “2G wy Fe F). (4-3-4) 


寻找 Liouville 完全 可 积 系 的 关键 ， 在 于 寻找 对 合 的 函数 系 ， 
而 其 中 最 简单 的 是 坐标 的 多 项 式 构 成 的 对 合 系 ， 
”定义 二 次 多 项 式 
. Bu pgi- Bigs, 
从 力学 上 看 , 这 是 角 动 量 的 分 量 、 从 几何 上 看 ,这 是 以 过 原点 的 二 
维 平 面 为 元 素 的 Grassmann 流 形 G(2，n) 的 Plicker 4A fa, B 
然 , Ba= —By, XH 
|I» P P n | 
| di Gi qx qg 


| ‘|-0 
O P De m 


lo d; gr 4 
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按 2x2 Laplace 展开 ,得 Plüeker 恒等式 


By By — By Bj d- By By, — 0, (4-3-5) 
引 理 1 (i) (py, Ba) = ðr p: — On; pa (4-3-6) 
(ii) (gy, Bu) = Sugi — Ongs (4-3-7) 


di) (lpl, |) = (lel, Bi) = (<p, 9>, Bj) =0, (4-3-8) 
证 明 G) GDRAERHA AE, (ii) K ER 


phlei, By) - Gri, Bud 
-45 (pi, Bi) 


j| Bc Pes By) 


x E 


一 ES Dx Oxi Dj — n 
= PP — pp 

Hpi v Od Clpl, Ba) =0., ipl-0mr, 由 连续 性 ， me 
后 两 个 等 式 的 证 明 相 仿 ， 

命题 1 {Bw} 生 成 一 个 有 限 维 Lie 代数 , HA 

(i) (By, Bu) = — Bidnt Buð t Bndu— By dus (4-3-9) 

(ii) 1 (Bis, Bii) = By BuBpdi+ Ba BuSaBr 

+ By dy ByByut 04B4ByB;. (4-3-10) 
证 明 《iD 式 的 左边 等 于 | 
(pgi— PG, Bu) ^pi(gi, Bu) + gi( pi, Bu) —pi(qi, Bud 
—q( pi, Bu), 

利用 引 理 4 展开 各 括号 即 可 . (二 ) 式 左边 等 于 BisBan(By, Bu). fj 
用 (让 式 展 开 括 导 ， 再 用 Plicker 恒等式 使 指标 2，7) 与 (8， 人 相 
HER, 注意 Bastas=0, BUS HH Bt ie SB. 
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9.2 Delauney-Moser 对 合 系 

命题 2 B= By, Bs= Bit Bia, By= B+ Bratt Biya 
是 对 合 Fi *. 

证 明 显然 (Bi, Br) =0, mW, 


iq, By) = -3 iG Bu) 


=1 j=l 
í—1 k-1 


=> a (Ba BuBndy.+ By Bb, By 


fit 
+B "nm TOaBajBaB;), 
BUPGERLED5.-854-0, WD. ERRA 
3 Ba B, Bg + SB BuBu - Buys By( But By) <0. 
定理 1 xn 4 Kepler 系统 
H= S \pi?— lai~ (4-3-11) 


是 Liouville ZAIR. 
证 明 B,=H, Ba, eL B, 是 对 合 系 . 事实 上 ， 由 3.1 EL 
3|28 1 Alp], Bx) = Clg], B) =0, & - 


(A, B) - (Sip? li^, By) 


~ [pl lpl, Bà * lgl del, Be) =0. 
推广 f. DoR ROCHE, WE -f (p, p», o, 9», 
p, 0) 是 Liouville 完全 可 积 的 . 
证 明 u^, 
(H, Bu)=far (<p, p», B) fi: (4, m, By) 
Top 9, By) =0, 
因此 (及, B) -0, XE, H, Ba, ---, B, 为 mn- 对 合 系 ， 
等 价 形式 Fi=H, Fs= Ba, Fs=Byi- By, +, Fy= Bate 
t B, IDR n-A BAR, m= 3 时 , 即 天 体力 学 中 的 Delauney Abs. 
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Gd Bs (1 (4-2-12) 
j-1 04 ~~ Oy ” 
是 对 合 系 ,这 里 > 表示 IFS, 


HEB) Birk, WEE 60, 我 们 有 

1 r (B? ; Bi. D 

一 之 /一 ”人 ~ DeL 
4 (8, Gi) = > 4 (a; — as) (0; 一 ai) 
õn t Bu Bday But Ba duBaBy 


(a — e) (a — au) 


-XM x ByByB 
去 掉 公 因子 Bi 后 , 化 为 


7 BaBy + B4By 
六 去 a; —a) (ay — Oy) - x (a; — ox.) (05; — 01) 


十 SY BaBa 


了 (a-- a) (a — 0)" 
将 第 三 项 的 求 和 指标 7 改写 为 1， 第 一 项 经 过 下 列 换算 
1 1 / 1 1 


(a; — o4) (a — on) &;— Cy NO — 0; Q~ O 
成 为 两 项 ， 将 公 因 子 (a 一 ox) "提出 后 ,最 后 得 
TG, G2 


= A De (F + Bal But Bu) -3 Br But Bi) ) 


Oy — Oy Ci — a 
=0, 
引 理 2% LA}, (B) AR, BO kelni, (dr, BOK 
于 6, ?对称 , 则 {a4x 十 2Bx} 是 对 合 系 (a， 是 任 常数 )。 
证 明 直接 计算 
(a@Ay+B,, @A,+dB,) =ab(Ay, Bj) +ba(B,, A) 
=ab(A,, Bj) —ab(A;, By) -0, (4-2-13) 
81388 (pi, G), (az, Gi), (ngs, GH) BF k, UATE 
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证 明 
1 + > G, 
+ (a, Gi) = 1c Sa 
wv TxBr(p:. B,) 
-之 0 — a; 


= >Y PB LE 一 人 Pr) 
E 


a; 


B, 
7a PP (4-3-14) 
Lea g B 
3 Gi) = " 一 


Y 
kii 
o 


tp), (4-3-15) 


4 (pan, 
2 
都 关于 b, DERE, 
定理 2 ha, 2，o 为 常数 , 则 
Ey-apid25pqudeg;tG. Ck=1, +, n) (4-3-16) 
ENAR. (0, CAHIERS AR. 
G, 与 E, t9 8 BTE 记 4= diag(as, ee, 2). 定义 


Q.(z, y) = «(I — A) a, y= 5 TME- (4-3-17) 


Z — Ox 


no G (Qi Pp) QQ(p, 9) | 
$84 2 ze. | Q(g p) Q.(g, 9 | (4-3-18) 
证 明 ”因为 
— + 221. 
(z=) (z~a) 0 一 oo 一 o) (2-0) (a5 — e) ' 
所 以 命题 中 公式 的 右边 为 


1 PQs TPg: Did: 
= zx < — a) (2 — o5) 


Pda Pq)? 
“SE. (z ~ 0;) (2-— aj) 
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7 Bj B, ) 
: xx (G= a) (aa) (z~a) (aj 0 


l 
"EE Vx) 


$85 (p, 9) =3) 一 


=aQ.(p, pyt 25Q.( p, 9) -- eQ.(q, q) 
(Q5, P Q D| (4349 
Qa p (a, 9 

推论 (Talp, q), Palp. g)) -0, V a, BEC, 

8.4 ARRAS ORS TAR 


考察 Fo, y, 9. q) ™ i 直人 一 CY t > Bi 
j 


Ox —0 ^ - 
当 vay po, odo Te 三 种 情形 , EEE (a, 2b, e) = (1, 0, 0), 
(0, 1,.0),《0，0， 二 三 种 特例 ， 故 三 种 情形 下 {2%} 都 是 对 合 系 ， 
诸 A, 的 线性 组 合 , visu RR Hamilton BE, 特别 , 考 
农 下 列 形式 的 线性 组 合 


F.(s,y,p, =>) oE,(, y, p, q), (48-20) 
k=l 


其 中 s WE FAA RUBRO SE | 
命题 6 Foo, y, p, d=, y». (4-3-21) 


Ey 
— y 


<P, p> <g, p» 
Fle, y, p, q)= CA, y+ 4-3-22 
Ns V Pd ^u <P, 9> qq» ( ) 


Fila, 9, p tle; P+ v <A'p, p> «Atq, p> 
8 3 E 2 ? i+fss~1) CA'g, p (Aq, g? ` 
3XBa-1 2, =~, m 


` 证 明 24 |2|>max{la:|, Ut lan |}, E (4-3-23) 
1 == < east -2_9AS 
pon TES Ck, o (4-3-24) 


300 Jiz-T EB 


: < Eu Gi Ves NI er 
Q.(£, )-2 7 p S PL 


1 $—68y  à- 
ARAE, m>. (4-3-25) 
用 两 种 方式 展开 @G.(r，y，P，9) ,一 方面 它 等 于 


m— Eu 
Qi, y) 十 


1-(p, p) @(p, g)! 
iQ(q, P) (9g, 9)| 


“Bet Kae, Xe 
8-0 ‘=O J=0 


比较 2 EY Je] UC HE BED 1S MEER. 
”命题 了 


<A'p, p> <Alp, g> 
(Ag, p> Cg, DI 


(A^ 2 p CATE, p . 
(A7 q, p> KA7q, gi 
Fue, Y, P, q) = <A, y> 


<A 1p, p> (A78, p> 


Fa, y, p. g) =<A tg, y? — 


UPS [CATUq, p> Ag, ghi 
其 中 s=0, 1, 2, =, (4-3-26) 
证 明 P6 [z| <min{]a], =, [an 时 有 
1 = _ < 3 一 一 工 
2— oy i 名 2 , 


l Q(§, )0--3 LASE, nY, 
表现 种 方式 展开 (s, y, p, 0), — iH CAT 
ye -È e$ a= -SF Gee) 


另 一 方面 它 等 
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Q.(p,p) Qp, 2) 
iQ.(g, P) Q(g, g)! 
EB AUS, y) 
c I "mcs “tp, p> 《4 一 0， 2| (4-3-28) 
SoFo — |(A-i-1q, p (A7i71g, gy 
“ 较 oH LOCH BD AH B 
D)1 PFibWs—-p y 一 9 情形 . 
H=Fy=<Ap, D+<p, Pq9, 0 — Cp, O", 
Hamilton 正则 方程 为 (f=1,…, m) 
cA alla) 
di gk 0 Ok gk 
2(p, q> —2€p, P p. » 
und dq? ~2<p, 5) ( , ) (4-3-29) 
"E 5 Zaicharcv-Shabat 特征 值 问题 的 无 反射 位 势 和 有 限 带 势 有 
密切 关系 , 我 们 将 另 文 研究 . 
例 2 了 -i 流 ,z=p, y= 情形 . 
H-F.,-(A7p, 0 一 《人 40， p A739, q+ CA!p, 9g». 
正则 方程 为 WY=1, …, mw) c 
a (P) a05'( e. ,9> XAP, p> X) 


Q(z, y) 十 


di 


dx —2¢A“g, q> 1+2¢A tp, 9> 
它 与 特征 盘问 题 (4-3-30) 
| dp ( -E fex 
i dé Xg(DE £ (4-3-31) 
的 无 反 散 位 势 与 有 限 带 势 有 密切 关系 ， 此 问题 在 孤立 子 理论 中 亦 


有 应 用 . 
8.5 J. Moser 约束 方法 


考察 R” WHT RM, 
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M = {sE R”|G (2) =- Ga (z) -0), 
BE: i 
(1) dG, -, dGa dg M ES ASR; 
(2) det (Gi, G;)) #0, 
前 者 保证 M 为 2n 一 27 维 流 形 。 由 下 文 可 知 , 后 者 保证 M 为 辛 流 
X. 
引 理 4 Hamilton HRH £ — I4H 与 流 形 M3gu, “AW 
H(G, H)=0, 6-1, ++, 2r, TE M. ERY, 
证 明 EM AMMA AG (E)=-0, vé, mE 
0-dG,(IdH) -o(IdH, IdG;) = (G H), (4-3-82) 
Lagrange TERT 24 H, R”>R 的 Hamilton 向 量 场 
与 流 形 M 相 切 时 ， 可 考虑 其 在 M 上 的 限制 ， 若 不 相 切 , 则 须 修改 
HAE 
E Hs) - A (a) - x G8; (2). (4-3-33) 
EM 上 的 相 切 条 件 为 
0—(G, H*)-(G; H)- -$ A,(G,, G:). (4-2-34) 
JoR—5(., A) Gy “aM 上 为 零 。 由 于 以 (GG) 为 元 素 的 行列 
KANE, i Lagrange RF YOE M EAA ERE, 5n 
在 流 形 M E 
H*'—-H; . 
IiH'-IàH - x A,IdG,, (4-3-37) 
AAACN Gi(z) = 0 而 消失 ， 现 在 的 问题 是 : (R, A) dg 
-完全 可 积 性 不 一 定 推出 ( 姥 ， 五 *) 的 完全 可 积 性 、 Ah RIA, 
有 


Moser 约束 设 (R”, H); Liouville 完全 WRK, THR 
BH mE AR. Fi, 3 Fn, 
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(H, F))-0, (CF, Fi) =0, V 4, 3. 
考察 由 约束 条 件 
Fila) =- = F,(@) =0 
及 Gy(@) = =G, (e n 0 
决定 的 子 流 形 M, wE M EdF, +, dG, 线性 无 关 , B. de CF, 
Gi)) #0, KH S 


H-H-Y O.FitwG). (4-3-35) 
HEDRE, F) =0, Ur, G) =0 易 知心 =0, 且 入 满足 
TUF, G)-(, G), ^ (48-87) 


它 有 唯一 解 . | 
-命题 8 (Mem, H'-H-D ha, Fs) SAB, 
HE BH 修改 Frat, eee > Le 为 
Fi=F, -EME (a-r--i,-«, n), (4-3-38) 
其 中 %ur 贞 下列 线性 方程 唯一 确定 ， | rl 
x P (P, Gy) = (Fe (E) k=1, UT. (4-3-89) 
不 难 验证 (Fa, PINE M" EHS, 它们 给 此 出 系统 (amm, 
Hu -r)» v5 MA. 
3.8 C. Neumann 系统 
Moser 约束 的 一 个 最 简单 的 应 用 ， 的 出 历史 上 的 一 个 著名 的 


完全 可 积 系统 ，O. Neumann 系 统 ， 考虑 zw 一 = 4 情形 的 共 焦 系 
的 Ps 流 : 


H= lFG, 9, P, q) 


-È cag, D+ Cpl <p, 99, (4-3-40) 
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i 


其 对 合 的 守恒 积分 为 ; Bi, …, Bn BIA 
F-l(àm- "E |-2, (4-341) 
则 成， 加,…， 力 , 仍 为 一 组 对 合 守恒 积分 ， 研究 其 在 球面 S 的 


WATS WAR, 
M*-?= [91 


-{(p, QER™|F=F(\gl?—1) -0, 
G=<p, g»- 0), (4-3-42) 


直接 计算 Lagrange RF A, 
OF, @) , s. ] 
Q, Ge EA gt, (4-3-43) 
ad; + | | i l i 
ai, @ = $ et Ils IE <Ag, g>, (4-3-44) 
a= gne) ayn s, 9. (4-3-45) 


EREDA TS" | F-0, i H'- H -AF 的 正则 方程 在 TS”! 
上 的 限制 为 


[7 —H,+AF,= — Aq vg, (4-3-46) 
q= H,—-XF,- p, 
其 中 >=《49, 9> 一 《q, >. BHP RH 
qg+(A-v)q=0, lgl=1. 
分 量 式 为 . 
dit (2 —v)gi— 0, 2-1. (4-3-4T) 


C. Neumann 问题 的 一 个 重要 应 用 , 是 决定 一 维 Sehródinger 
JS OE. o-£(0, p-£()J& C. Neumann 问题 的 一 个 
解 , 则 BE, £) =es 为 与 i 无 关 的 常数 ， 因 为 

So BE, = O=1, 
" . 
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BÈ, D>EN OE, (4-3-48) 


Bel 8 — Oy (2 =a) (z — a, ) ? 
其 中 B; 与 上 无 关 ， 设 <…<om, 恰当 确定 初 值 , 使 w>0， 则 容 
易 证 明 


n 


04 £13 Ba Ba on. 
BGS RI PAGE BR (oa, B1), «c, (0s, B1), (os, eo) TR, Hill Fy 
程 
—b+rp=mp, v=<AE, O-E O (4-8-49) 
的 稳定 带 ( 见 本 章 末 [4]). 
3.7. 椭 球 上 的 测 地 流 
设 A=diag(a, «++, a), O<ay<---<a,, SPR 
Q= (zc R| <Ar, 25-1), (4-3-50) 
它 在 z 点 的 法 向 量 为 24-'w， 由 于 沿 曲 面 运 动 的 质点 所 受 的 约束 
力 平行 于 法 向 量 时 , 质点 沿 曲面 的 测 地 线 运 动 , 故 Newton 运动 方 
程 
d'y Ant, (3-3-51) 
ds? 
邯 测 地 线 方程 。 为 确定 比例 因子 >， 将 曲面 方程 《4-tz, o> iK 
导 两 次 ,不 难 确定 


An , 7 


为 证 明 椭 球 上 测 地 线 方程 的 Liouville 完全 可 积 性 , 先 证 明 它 
可 天 为 自由 Hamilion E H — T. (y, o> YEA TQ 上 的 约束 ， 


令 


pe 


TQ'-1- M$-3— (s, y) € R*|K;=0, K,-0), 
天 dr »-1, | K4-6À4712, y). 
计算 辛 空 间 (R”, dy ^ da) ih Poisson 括号 ， 
(EK, Ky)=2(4%2, A mmi, (9489) 
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(H, Ki)= —2(4A7z, y>, (4-3-54) 

(H, Kg) 2 — CA^, y>. (4-3-55) 
$ H*=H—-mK—MKa, H H* fj Hamilton 向 量 场 与 re 相 
WARAH", K:) -0, (H*, Ke) —0, 可 确定 

M= -5 Ay, y>, a= uLATS, Y’. 
由 此 算出 1 
H*- 5y, pts Bole, y) —5 s, y», 
其 中 D= —CA7ly, y» -- (A72, 25 CA7!y, y? - A7, y. 
HUP TQ" EQ", ?- 0, RAMS IE 
Ig, S Ou, y). (4-3-58) 


它 与 前 面 的 耳 * 在 TR"! 上 有 相同 的 Hamilton 向 量 场 . AE 
WAAL, Tk TQ" 上 的 正则 方程 为 


de _ aH* | . 
is ey — 9 (4-3-57) 
dy _ 0H* _ «Ay, wy> 4- _ 
7 ðs Ate, Ata 472, (4-3-58) 
iH zs y 得 到 的 恰 为 测 地 线 方程 . 


命题 9 椭 球 上 的 测 地 线 方程 是 Liouville 完全 可 积 的 . 
证 明 O 考察 共 焦 对 合 系 ( 见 本 节 3.3 BD 
E; Ej(y, y, T, y) 7 y; G;, 


则 有 y= =D E, (4-3-59) 
Do= -F= -$ az" B,- Ay, y^ Ki— 2, (4-3-80) 
= 


因此 Poisson 括号 (|y|?, Ex) = (Do, Ex) =0, 
(ii) WHE: (Ki, B) =0 #2 M- TQ ERE ET, yon 
事实 上 , ATEM D Ki=~K.=0, di 
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0= (Do, Hy) - (A7 y, (Ki, E) +K KAY, yo, Ex) 
-2E (Ka, E;) 
=<Aty, y (Kı, Ej), . (473-61) 
34 y0 Ay, y#0, BERI (Ki, Bx) 一 0、 当 y=0 时 ， 由 连续 
EAB, EDDY. 

Qi) 4 Bjs E- uK, m; h IdE; 5j M 相 切 的 条 件 确定 
(Hy, Ky) = (E, K1) =0, |. (4-3-62) 

(7$, Ke) - Gl, Ks) -uj(Ks, K2)=0, (4-3-63) 


第 一 式 由 断 语 O) 自然 满足 ,第 二 式 导 出 De AE ET 


用 上 述 断 语 不 难 验证 , XEM ERMA REE, BD =0, V, k, 
紫外, 由 于 dE, +, dE, 在 R” 的 某 开 集 的 每 一 点 处 都 为 满 
TA, 故 余 切 向 量 组 
(dEi, +++, dET) = (dE, — wid Ky, +, GE, — Hd Ka) 
E M-TQ"" 的 某 开 集 的 每 一 点 上 , 至 少 为 mn 一 1 秩 . 
—OQv) AF RAGE; AY 的 守恒 积分 , Hl Poisson $$ (H*, 
EDET ELAS, 这 不 难 由 直接 计算 确立 ， 命 题 证 完 . 
H. Kuorrer 证 明了 一 个 深刻 的 结果 ( 见 本 章 末 [和 ):， 在 
Gans: PRET F, 
AT 
[Ael 
JE RR jS n] BL AS. BRAY Neumann 问题 的 解 . 
$.9 矩阵 的 保 谱 变形 与 Lax AR 
Als SRA BBE ”xm 矩阵 、. 当 矩阵 工 (的 特征 信 与 参数 1 
无 关 半 ,我们 称 之 为 保 谱 变形 .我们 作 更 强 的 假定 , 设 
Ett) =U) E (0, 
Ep U, V R3S(UV =E ARMER), BEN t EREA RE 
得 


Lig = QS (4-3-64) 


L-UI UI =(UV)L+L(UV), (4-3-65) 
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因为 六 7 十 D 户 = 0, 可 令 AG) -ÜV = -UÙ , Mill 


L=AL-LA=[A, L), (4-83-68) 
这 就 是 所 谓 Lax 方程 . 
反 过 来 , 设 工 满足 Lax 方程 也- [4， 刀 ,考察 齐 线性 常 微分 


Fi BERS BARE EU: 
U=A(HU, U(0)-E, 
由 常 微分 方程 理论 ， A(t) E SEBI PRUE UOTE, UE— HS Y. C, 
iiV =U, SEV NE 
Y-—VAQ), V(0-E, 
直接 计算 l 


(VLU) -V LUV LU--V LU 
-V(L-[A, L3)U-0, (4-3-67) 
VOLOU) =L0), LES LOW, FRA: 
命题 10 ”下列 两 件 事 实 是 等 价 的 ， 
(i) 存在 非 退化 矩阵 U (4) € 01, 使 得 
Lt) -U(t)L(0) (U (2)^* (4-3-68) 
Gi) 存在 矩阵 A(t) O°, 使 得 天 = [A, L. 
推论 d L-[A, L], m LARGE M, e, An 是 守恒 积分 
进一步 ， 
PF + ir(4) = i X M (4-3-69) 


是 守恒 积分 ( 因 Fr 是 荆 的 变 元 的 多 项 式 ， 故 亦 称 了 是 多 项 式 守 
恒 积 分 ). 
这 个 结论 十 分 重要 ， —— 
引 理 5 tr[4, B] -0. 
证 明 SB tabu 3) 25a, 0, (4-3-70) 
3896 车 =[4, 可, 则 
(I): = [A, I], (4-3-71) 
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证 明 (D = D DO LDS) LAL —LA) Le 


= (LAL AT) 
= AIS-IFA- A. 
定理 3 EL-[A L), W F.- T NETERA, 
证 明 Fel ir (LP): -t tr[4, D')-0, — (43-12) 
2.9 BM Toda 链 
BRR GIU", dp Ado) r B Hamilton pili 
H- X Je pet exp (dees —g9)). (4-3-73) 


BE pyxe Pu, Qna Qv, VEOH RARE), Hamilton 正则 方程 为 
[DP —gx) —exp(gs— gr-1), 


d = Pr. 
ERR eum exp (qu — qa, 化 为 
[poe A Ok, (4-3-74) 
B= (ps — Prt) On, (4-3-75) 


命题 11 周期 Toda 链 方程 有 Lax HAR L=[L, Al, 其 中 也， 
ABE N x N 矩阵, 变 元 为 
Lm = Ven S, mai Mea Òn tl, mE Prdnm, (4-3-76) 


Aam= (Nm On, mai N Chast [ER n). (4-3-77) 


一 切 下 标 % m RER N FER, BY aa N Sr BAR. 
证 明 经 直接 计算 得 T 


[L, A] nm = X (CLsAim 一 Au Lim) 


1 ~- 
7 (Cna Cr) Bam N On Us Pana) Sarma 
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十 $ V Cnt «m — Pn) 8, rim, 


， 1 . 1 
Lon Pr3nm 十 2.0. Om AE Coin t m, 
出 此 知 Lax 方程 即 Toda 链 方程 
5/327. WHER FAH Poisson 括号 计算 公式 


©, DÈ Sam 


MEC Rep) CR) 
(容易 直接 验证 ). 
.考察 特征 值 问 题 Dib = Ny, p= Ch, 5 by), 其 分 量 式 为 
Von Pit Cust aat Paa = Mas, 
引 理 8 设 特征 向 量 满足 归 范 条 件 2,2 1, 则 
9A i On 
Ye Ve, Delhi, "Op, = Wn. (4-3-79) 
证 明 (cn, pn) HACC, t Edn Prt edp,.), $5 S= 3/28] om0 
作用 于 Leb = up, 18 
DL L) b= 
SUB (yp) + (SL) b= (SA) p+ Ai, 


<b, Ll? + Qb, (SL) p> = 8+ Mb, oH, 
E L ARER, 故 两 旁 消 掉 一 项 ， 
dA= <p, (SL) p> 


- SI LR hars 
e (so Bont eus Donc. sp.). 


n= 


Bi BD S 5] Be 
定义 Wronsky 行列 式 为 
W, (Cp, 9) = Sen (fn — Pn~1P a) , 
WV ds Y 分 别 是 相应 于 特征 值 和 , u 的 特征 向 量 ， 
Nos Dat t NV Ones Pari F pas = Athy (4-3-81) 


(4-3-80) 
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NO, Paat N Cnet Past PPa = Io, 
ZH es — yn 乘 两 式 , 相 加 得 
A~ p)lbups m Wasi Ch, e) -W.Qb, p). (4-8-82) 
命题 12 seh LIN ENSE ux. 
WEB] 用 变量 os, pn 直接 计算 %, u 的 Poisson HS, 


BA, M) OC, u) 
0. m= (s. a p) CU (ass 23) 


= Cr 
a 


1 2 
| ve PPa- P 


-~ Dr + Wn b; 


77 C444 1 
—— 2 
Mes Pait1Pn Da 
Cni 


=— D Papa Wr, pP) Wal, p)) 


“ay EWECH, e) -Walp 9)). 


由 局 斯 条 件 , 和 式 显然 为 零 . 

tb REB 18 F,- lar), k=1, erty n, FE Dn Cn 的 多 项 式 对 

证 明 网 PQSEX, Bu …， 和 的 对 合 性 推出 其 复合 函数 
ES 4, tt F, 的 对 合 性 . 

定理 和 周期 Toda 链 系统 是 Liouville 完全 可 积 系 ， 其 对 合 
守恒 积分 为 了 Pi, …, Fa H Hamilton S H =F, 

”证 明 RAGE 
HF, 

BT | 


[te 
Ei 
ts 


JO y Te Sw 


[ 23 Mes 0 0 T 0 xx | 


NC Pa vc, 0 et 0 
L= 0 es. gs Ci EP 0 0 
0 0 ese e DT NAM 
le 0 2 ov prl 


TNE Ly; = nae 
Pat w) -A SS alae ZFVDLi, 3-89 
一 切 变 元 的 平方 和 , 它 显 然 等 于 
1; olo = 
Dh} pita) -BFW+exp(g -9))- H. 43-84) 
9.10 Calogero-Moser N 体 问题 
考察 Hamilton 函数 
12 1 
H=% ; 一 ~ 
í DE +2 19 一 05 
%4a=1, 第 二 项 是 Newton 位 势 . 六 =3 时 即 经 典 的 三 体 问 题 ， 它 
不 是 完全 可 积 的 ,其 历史 地 位 在 本 章 引 守 中 已 提 到 过 .有 趣 的 是 ， 
a=2 时 它 是 Liouville 完全 可 积 的 ， 这 是 Calogero 与 Moser 的 重 
大 发 现 . 当 a=6, 质点 章 的 力 与 距离 的 ”次 方 成 反比 , HH Van 
de Waals Jj, 在 研究 某 类 分 子 系统 的 相互 作用 时 要 过 到 .Van de 
Waals 系统 是 否 完 全 可 积 的 , 目前 尚 不 知道 . 
.Calogero-Moser 系统 (a=2) 的 正则 方程 为 


. N . 
DA 2(gx —91) ^, qs Pr, 


(4-3-85) 


WA pf x . 
=E a-g)? (nt), 386) 

DY PAS =k HH, 
命题 14 Calogero-Moser 方程 组 可 写 为 Lax BR, L=[4; 
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L), NXN 和 矩阵 A, LATA 


La ul Dy = ee (4-3-87) 
da= -idio 3 Tg du- quo 
这 里 5= IST, (4-3-88) 
证 明 HRH) 
[A, L]a- Za — Dus) 
p 一 > 2(gy—9.) ^, 
(A, L] ki TUS 一 Leda) 
| ~ (gy™ dx). 
E Lg-[A, D) 自然 满足 而 Du [4, De BA OM 方程 组 . 
命题 15 I,—irlI^ 是 多 项 式 守恒 积分 ， H Hamilton # 


| Hetiw Ia, (4-3-89) 


WEBB ”前 一 部 分 由 上 节 Lax 理论 即 知 ， 第 二 部 分 直接 验证 ， 
只 须 注 意 荆 为 Hermite 和 矩阵, 即 L*=L R Da 为 Dy 83 3C. 
l= NN Lyle 
“EP hal 
=I +D (a-g)? 
=2H, 
T, 5, 五 的 两 两 对 合 性 证 明 见 本 章 示 [6]， 以 下 将 OM 系统 
化 为 完全 可 积 形 式 ， 为 此 定义 入 x 矩阵 Q=diag(g, --, qu) 
(AKT), 
引 理 9 Q=[4, Q] D, (4-3-90) 
证 明 ”直接 计算 (4 站. 
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L4, Qi» 3G Qu — Qus) = Ainge didi 70, (4-3-91) 
[4, Q]u 7 (Any - Qu«Au) 
= Argi — dyÁxi 


=a pu — Qu) 


一 一 Ly, (4-3-92) 


而 Qir = Ge = La, Qu=0, 由 此 即 得 引 理 ， l 
命题 16 g L-[A, Li mw, D 
(QL'3),— [A, QL] +I” (n-1,--, N), (4-3-93) 
证 明 用 归纳 法 . n=1 时 由 上 面 引 理 知 其 成 立 ， 设 n=m 时 
ERU. 
(QI); (QL"-5,L (QL"-) L; 
=[4, QL"3]L-L^"--QL"-3[A, L], (4-3-94) 
打 打开 两 个 扼 阵 换 位 括号 ,立刻 得 结论 . 
ERG i I= tr(i"), J,=tr(QL), W] Calogero-Moser 
系统 化 为 l 
1-0,J,-I, (n-1,--, N), 
因而 T(t) =I,(0), F(t) =7,(0) + 1n(0)E, (4-8-95) 
证 明 J,= (QL), 
=tr([4, Q 4D") 
= trL", 
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在 研究 非 线性 演化 方程 时 ， 对 称 这 一 概念 近来 愈 来 愈 受到 人 
们 的 重视 .对 一 个 给 定 的 方程 ， 寻 找 它 的 对 称 及 其 李 代 数 结构 是 
一 个 有 意义 的 问题 ， 在 本 章 中 ， 我 们 将 阐明 对 称 的 定义 及 其 几何 
意义 ， 并 进一步 讨论 与 寻找 对 称 有 关 的 概念 和 方法 .为 了 便于 读 
者 的 理解 ，KdV 方程 将 作为 例子 贯彻 始终 来 加 以 说 明 . 

如 无 特别 声明 , PERR v(e, t), v(m, 四 等 都 指 2, 2 RUP 
数 , 并 简 记 为 u, v 5$, F (2, t, u), ale, t, u) 等 则 表示 c, t,u, us, 
… Box, SAMAR RERESTAH. WREE, 我 们 还 
将 假定 ， 当 |z|>o0 时 ， 所 有 的 函数 及 其 各 阶 导数 都 趋 于 零 。 


Sl 对 称 


考虑 非 线性 演化 方程 
w= K (a, t, u), (5-1-1) 
Bu=u(as, 2)j& (6-1-1) I —/4 E, 9, 是 作用 于 以 的 一 个 单 参 

数 变换 (e 为 参数 , go= 工 为 恒 等 变换 )， 
u- g,u-— u(u, &), 


(5-1-2) 


u|,-o7 go — u(u, 0) =u, 
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du 4535 (5-1-1) 8886, BI 


d K(r, t, 2), (5-1-3) 
则 由 (5-1-2)， 
du | 
U=uUtrE We 0 Te, 
K (u) 2 K (uv) - eK'(u) (o] +e, 
其 中 o(a, t, D= 


K’ (u) [e] m K (s, t, ut eo) ls 


BK Xt wh lo By Gateaux 导数 。 将 它们 代入 (5-1-3), 并 考 
FR e0 时 的 极限 , 就 得 到 


2e. - Ku) (ol, 


K' (u) [o] th FY LA lie 75 K XS u 89 £5 HE 46 HE E" (u) Xt o n8 4E 
m. Aw, Kw) (cl BRAK’): co HRMS AK oR 
K's, 而 
i! 
de | s=0 
则 表明 了 olx, t, u) SRR. 的 关系 . 
1.1 对 称 的 概念 
定义 1 o( t, 轨 称 为 方程 (5-1-1) 的 一 个 对 称 (Symmetry)， 
如 果 它 满足 方程 l 


=, u (u, e) PLI 


do . 
—E' -4 
d —K'o, (5-1-4) 


其 中 58 表示 o 对 t 的 全 导数 ，K" RREH u RAT, u 
满足 (5-1-1). 
WA, HBG MAR Cw, t, 风 可 以 理解 为 保持 
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(5-1-1) 的 解 的 “无 穷 小 变换 ”也 可 以 说 , 它 是 对 应 于 这 个 变换 的 疝 
it (o(a, t, 2), | 
命题 1 o(z, 是 (5-1-1) 的 对 称 必须 且 只 须 它 满足 `` 
一 [K, c] 3 (5-1-5) 


其 中 -2 表示 a 对 的 偏 导数 ，[K，o] 一 Kio 一 o' 区 称 为 与 


c 的 换 位 子 . 
证 明 由 
do o , 0c du Do dur 


— — —— LT 一 一 一 一 


di QO ou di oe di 


oo 
= 4 Z Ke "f 


-rok 
和 定义 1, 命题 得 证 . | | 
—— 8L, 3r o RBS i DU o 为 (5 人 1 的 对 称 的 条 件 就 简化 为 
(K,o]=0 (MÆRLI). (5-1-6) 
例 1 KdV 方程 


-Hese 


Uy = Usar + Butte, (5-1-7) 
K = urzet Butte, 
K’ = D? + 6uD-+ 6u,, 


其 中 算 子 D- 元 RUBE, (x, d, u) FE (5-1-7) MYA 
且 只 须 它 满足 | 
x 7 = Cere + uc ,-- bur (5-1-8) 
(u 洲 足 (5-1-7))， 不 难 吉 接 验 证 ， 
Ko= uez, 


Kind 6utte( =K =w), 
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4 
a 


2 
Ta = Bb, + mu, + Qu 
都 满足 方程 (8-1-8), 因而 它们 都 是 KdV 方程 (5-1-7) 的 对 称 . 并 
H, 它们 分 别 对 应 于 下 列 保 持 解 的 单 参数 变换 : 
Jole); ula, t) (s, t, e)=u(a+e, t), 
file); ula, t)u(o, t, e)=u(a, t+ &), 


gole); uls, P) -»u(ao, t, e) -u(a--3ts, D, 


T= 9iu, - 


gie), u(x, t) (o, t, e) - e"u(ae^, te), 
不 难看 出 ,上述 变换 有 明确 的 物理 意义 , 它们 分 别 表 示 沿 2 轴 的 平 
移 , 沿 i 轴 的 平移 , 伽利略 (Gajlilean) 变 换 和 标量 (Soalar) 变 换 . 
由 对 称 ro, t, 巷 去 寻找 相应 的 单 参 数 变换 ， 可 以 去 求解 微 
分 方程 . 
J- =o(e, t, u), 
. u | 8:0 7^ V, Gi) 
fiin, 外 Eu, 即 可 构造 微分 方程 
[m 
ds ” 
| o u, 
JEURIETS SLE 7 = uloa, t), 2525, 一 般 说 来 ,求解 方程 (5-1-9) 
并 不 容易 , 特别 是 当 对 称 o 的 形式 比较 复杂 时 . 
 KIVGRPRE Ae Mt 但 是 它 的 对 称 中 却 可 能 显 含 = 和 
CORE ro Fl v). MBAs 和 二 的 方程 ， 讨 论 时 并 无 本 质 上 的 差 
Al. 
例 2 J"3 KdAV(GKAV) FH (MEK [2]) 
Us = User + Gut, + 6fu+a(f’ —12f7) (5-1-10) 
(于 是 的 任意 函数 ) 是 Ka V WS =O) MH KdV (GKdV) Jj 
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(7 - 3x) 


Uy = Uges + Butt, — 2; (5-1-11) 


的 统一 和 推广 ，GKdYV Jr #2 (5-1-10) frg 
K = gez + Guu, + 6fu-+ (f! -12f?), 
K' = D?--6uD-r6u,-r- 6f, 

对 称 o (2, t, u) RH ERIT BA 


RA 一 exe 十 6uoe 十 6 十 6fa. (5-1-12) 


可 直接 验证 GKdV 方程 (5-1-10) 也 有 下 列 对 称 : 
l 

Kg *(ue~f), 

Ki- JË (tees + uue —6afu, -6fu-- 6zf?) 


(= g Mu, —12fu -Gzfu, — 2f --182f?), 
To= ag *( [5i a) wef +4, 
a=3g (| gë dt) Ky tot —f) +2(u—af), 
其 中 g(t) =e frre (g = 12f9), 特别 , 当 jJ =0 RT, g—1, 以 上 四 个 对 
称 就 归结 为 前 面 已 经 讨论 过 的 KdV 方程 的 对 称 ， f=- 


12t 
则 g= -i ,以 上 四 个 对 称 就 归结 为 GKdV 方程 (5-1-11) 的 对 
称 ( 见 章 来 [3] (42). 


不 难看 出 ， 对 称 的 概念 和 对 称 应 满足 的 条 件 也 适用 于 高 维 演 
.化 方程 
t= K (s, t, u, us, uy, +), 
根据 对 称 是 保持 解 的 无 穷 小 变换 这 一 观点 ， 有 关 对 称 的 概念 
和 条 件 还 可 以 推广 到 一 般 的 微分 方程 . 
众所周知 ,在 研究 非 线 性 演化 方程 时 , 守恒 量 是 一 个 重要 的 概 
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念 , 对 称 与 守恒 量 有 密切 的 关系 . 
1.9 对 称 与 守恒 一 的 关系 
假定 所 讨论 的 函数 空间 中 定义 了 内 积 . 记号 <a, b> 表示 函数 
a(a, t, u) ffl bCa, t, u) HAR. 
定义 2 Ile, tt) 称 为 方程 (5-1-1) 的 一 个 守恒 和 量 ， 如 果 当 
满足 (5-1-1) 时 它 与 无 关 , 即 | 
al | 


“dt | ie Kl ty 
显然 ， 上 述 条 件 也 可 以 表示 为 
VE + a0, 2 (BA-13) 


定义 3 r(x, t, ORANE -1) 的 一 TTEPDEE 
(eonserved covariant), pu 它 满足 方程 


‘ Gr KM 0, “(6-1-14) 
其 中 K” EA 性 化 算 子 K BUJESERET-, uj R3 (0-1-1), 
由 a = WK, 立即 得 到 ， 
命题 2 rw, i 人) 是 (5-1-1) 的 守 伍 协 变量 必须 且 只 须 
' & K'nerK =0 


命题 3 Bola, t, 是 (5-1-1) 的 一 个 对 称 ，7(w，t， ww) 是 
(5-4-1) 的 一 个 守恒 协 变量 , 风 Qo, ?> t 无关 
EN — em p rri 
—K'o, +o, — Kr» 
co. E e o, Ky 
m 20-9, | | 
UO EXA re, t HOS BO F Qa, TE 


299 i Fit SO 


B's =<, §> 
SY EE TE ES PAS (m, t, uxor. 
F 的 梯度 常 记 作 grad P ae OF 
R O(a, t, ux) R&TERI V iU RI ERU AEF, I D, t,u) 
也 可 以 定义 它 对 4 沿 方 向 o 的 Gateaux 导数 为 
@'(u){o]= ES Ba, t, u-- eo) |..o, 


并 常 简 记 作 D [o], AO To] 仍然 是 一 个 算 子 ， 
特别 ,对 一 个 函数 的 线性 化 算 子 有 下 述 重 要 性 质 . 
命题 4 HEM MAK (a, t, u), ale, t, v) WE b(a, 1, u), 
Ch) fa ob = CF^)'b]«a, 
证 明 根据 定义 ， 
(F’)’{a] sb = aes esa) |, coc 


= 4. d 
"de, ue 


-. d d - 
Ten We, F(ut+ 893b r £32) p 


= (F')'[b] ea, 
命题 5 r(x, t, uw) y BRE INC r 为 某 一 函数 的 梯度 )， 
则 7 为 对 称 算 子 , Bn =r", 
证 明 dr-grad FAURE, 对 任意 的 函数 上 和 也 
F'a=<r, a5, 
(F')’[b] oa@=<r'b, a>, 
(P")'[a] ob — <ra, b», 
由 命题 4, (rb, a> =<r'a, b» — G"b, a» 
对 任意 的 函数 g& Rb, PA, r =r” 
V I (a, t, u) jE (5- -的 一 个 村 人 了 一 BFad 1, Matt 
(61-18) RTF URRA © 


F (ut giat esb) | oa 
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<r, KD m =0, (5-1-15) 
HERTAN vo ABE DOR SNC, Wa 
<r'v, K^-- lr, K'e>t+ 2 (I'v) =0, 


m €, KD (Kn, 2+, w= 0, 
(K+ Kr + Dr, eo (5-1-16) 
f QU) / . 


对 任意 的 4 成立， 又 由 六 = 六 (5-1-16 Xx n] ELE 


了 or AL 
(K+K DUX vs 0, 


WL, FR PERS PARAKEET 
3X or 去 求 得 与 之 相应 的 守恒 量 ?这 样 的 宅 语 六 未 必 存 在 , 因为 7 未 
必 是 梯度 函数 命题 5 说 明了 7 了 是 梯度 函数 的 必要 条 件 是 六 为 
对 称 算 子 ， 下 面 证 明 这 个 条 和 你 也 县 充分 的 ， 事 实 上 ， 洲 全 还 可 以 
具体 给 出 相应 的 两 数 . 

命题 6 F(x, t, 切 的 线性 化 算 子 r EIRC =r"), 
人 是 函数 

P= <rQu), waa 

的 梯度 . 

证 明 EEE, 


B'S =|" Cr Quoi, 020, £8. 
-| Gaou+rGa， Eda, 
由 "Ou rut eu)) | eso 


MET 
和 一 三 


, 
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dr Quo 


、 RN aa 
(he), S dA 
Gn / 


"m 

Fui 

2 , 
[3 


-| (4 (ar Qa), da 


= <hr (au), £» |o 
=<r(u), &>. 
FLA, r-grad F, 
, Gs KdV 方程 (5-1-7) 的 
K = tare + Outre, 
K' = D+ 6uD i bug, 
假设 a(x, i, u) fl b(o, t, WIA <a, b> 定义 为 
<a, 5-[7 abdo, 


由 s a, b» —4a, Kb» MA 
-= (D34-6uD). 
于 是 ,T(z t, u) Æ (5-1- ee Om LUNIA ` 


Eastin Gi 

Seu RB -), BR, . 
To=U 

Æ (5-1-7) Bj -- SF E. METRE, 


rT1= Ues tH du", 


= 8ftu + 3 
T1 Bi (Uee t+ Bu") + rut D'u 
(D7 2 D KWF, D*eD=DeD*=f) HB 1-7) 的 守恒 
协 变量 . t zi 
将 上 述 守 人 恒 协 变量 与 在 本 节 例 1 中 得 到 的 对 称 作 比 较 ， 不 难 
看 出 它们 之 间 存 在 下 列 关 系 ; Des 
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Ky~Dro, K,=Dr, 
Too Dro, v, Dry, 
SERIE BAR IY. 比较 (5-1-17) 和 (5-1-8)， 我 们 容易 证 
8j. 如 果 " 满足 (5-1-17), 则 DY 满足 (5-1-8)， 也 就 是 说 , 运算 子 
DD 将 方程 (5-1-7) 的 守恒 协 变量 变 为 对 称 ， 这 一 点 与 KdV 方程 
(5-1-7) 的 Hamilton 结构 有 密切 关系 . 
按照 本 节 命 古 6 所 提示 的 办 法 ， 我 们 就 可 以 作出 与 70, mi 和 和 
Fo 相应 的 函数 ; 


2 


= 


n-[ (na i) dx, 

rf (3 mgl x) de®, 
不 难 直接 验证 , To, 11 A To MJ KAV 方程 (5-1-7) 的 守恒 量 ,ro， 
Ti To 分 别 是 它们 的 梯度 , Ti 通常 表示 为 
| L-[ (408) ae, | 
但 是 ,不 存在 与 n 相对 应 的 守恒 量 , 因为 zi 不 是 对 称 算 子 . 

下 面 我 们 将 看 到 ， 对 KdV 方程 ， 已 经 找到 两 组 无 穷 个 对 称 ， 

与 它们 相应 的 有 两 组 无 穷 个 守 借 协 变量 ,但 是 ,其 中 只 有 一 组 才 有 
相应 的 无 穷 个 守重 量 . 


eo a 
u^ 
nf” 三 mm 
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在 上 一 节 中 , 我 们 定义 了 方程 (5-1-1) 的 对 称 , 并 给 出 了 对 称 
应 满足 的 条 件 ， 根 据 这 个 条 件 去 寻找 方程 的 对 称 ， 对 一 些 简单 
形式 的 对 称 是 可 行 的 ， 而 对 一 些 复杂 的 对 称 则 不 很 容易 .我 们 需 
O ORERE RAVE: Si [o] oco tta … 充分 快 地 90, Pi 2250 等 ， 
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要 探索 寻找 对 称 的 新 的 途径 ， 一 个 自然 的 考虑 ， 襄 是 如 何 由 已 知 
的 对 称 去 生成 新 的 对 称 . 
2.1 强 对 称 
BE O(c, 1, x) 是 作用 于 函数 空间 上 的 一 个 运算 子 ， 对 任意 
的 函数 a (o, t, u), Sa 仍然 是 一 个 函数 . 
aL 对 仔 意 的 运算 子 B(w，t，w) MERHEM Ool, t, 
u), blw, t, w), 
(Be) b = @' [b]a+ peab, (5-2-1) 
证 明 根据 定义 ， 
(Da) b= -A (Dut eb)a Qu eb)) lico 
-(Ż B (u+ eb) ) a (u+ eb) leo 


-+B (u+ &b) -E a(u eb) ao 


ai 
定义 1 BH D(a, t, EXIBIGH-DB— AX 
(Strong Symmetry), 如 果 它 使 (5-1-1) 的 对 称 变 为 对 称 ， 也 就 
VL, Ho, t, v) Jé (6-1-1) BUXERS, — 则 Do 也 是 (5-1-1) 的 对 
f. 
命题 2 O(a, i, v) JE (5-1-1) B] —^4 3808 B, 如 果 它 满足 
D. =[K’, d, (5-2-2) 


其 中 [K’, @] = K'eb— m 
证 明 BE Jk (5-1-1) Bg — TX RS, Br 


da r 
u^ K'g 
d(Po) d do 
| c '- OO 
则 Cd OO a 
= (K’, G@]o+WK’o 
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= K'($e), 
Qo 也 是 (5-1-1) 的 对 称 ， 所 以 , © RE (5-1-1) HG PR. BR, 条 
件 (5-2-2) 也 可 以 表示 为 
+ [K]- [K", ð]. (5-2-8) 


A9, D ANG AY t, (5-2-3) fl 40g 
@'[K]=[K’, 3). 

i) 1 = D? + hut ki Dt 

是 KdV 方程 (5-17) 的 一 个 强 对 称 , 因为 ， 
QIK!-4K--2K.,D^ 
= A (Ugga i Cua) + 2 (earn t Butte, + 6u2)D, 
[K', 6] = (D? 4-EuD + 6u,) » (D+ 4u t 2u D7) 
— (DF +-4u-+ 2u,D™*) o (D§+ 6u D+ 6u), 
直接 计算 即 可 得 到 
[K] = iK, d], 

RAY ORBEA t, 所 以 下 是 (5-1-7) 的 强 对 称 ， 

个 难看 出 ， 上 节 例 1 中 所 提 到 的 KdV 方程 (5-1-7) 的 四 个 对 
TR Ko, Ky, vo fll v; Z EEFI A. 

Ki =O x, 
T1= D0, 
B] Ky Alc, 可 以 由 天。 和 Yo 通过 强 对 称 D ER. FXE, 方程 的 
任 一 个 对 称 经 由 强 对 称 可 以 生成 无 穷 个 对 称 ， KdV 方程 (5-1 
~T), 由 Ko, vo FARR KO MA LER TA WALAAM HR, 
K,=©°Ko, n=0, 1, 2, +, 
T,7 Ot, n=0, 1, 2, +, 
(=I), 
52 $= DA - af) -3(,—/) 7) 


Æ GEdV 方程 (6-1-10) 的 一 个 强 对 称 ， 由 
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Da) 208-7 f) D 


+E (n ~ af’) -2(us fD 


+2 (Ussssl- Gubtige+ 6u2 + 6fu, — 12f?) D+, 
UK", B] = (D®+ 6uD+ bust 6f) 
e (D? E 4(u — of) + 2(u,- f) D?) 
— (D?--A(u — af) -2(u, —£f) D?) 
o (D*-- 6uD-+ 64,2- 6f), 
EUST EBD np 18 89] CARL) 
d ^g 
| EE A [K', 4], 
由 上 节 例 3 中 的 对 称 KoM vo(E1— PK, v, Pro), FAIR 
对 称 史 也 能 生成 GKdV 方程 (5-1-10) aid 
i, =O Ko, n—0, 1, 2, 
T, n To n=0, 1,2 


2 ; Li 


程 (5-1-7) 的 情形 。， 当 f= —— —L trips aav 


方程 (5-1-11) 的 情况 ， 这 时 , 强 对 称 D Hy 
o= di (rea (er fe) (ui) >) 


KETALI PIUA, KAV 方程 (5-1-7) 的 右 端 玉 =K1，， 
这 样 ,KdV 方程 可 理解 为 


w= Ky, 
它 可 以 看 作 由 一 个 最 简单 的 方程 
y= Ko( = 175 : ‘ (5-2-4) 
的 右 端 经 D 的 作用 得 到 ， FH, RNA iE 多 th 7s (6-2-4) 9 


BEE 对 A 229 


ROM ER. 进一步 我 们 考虑 下 列 两 族 方程 ; 
u=K,, n=0, 1, 2, ---, (5-2-5) 
UT Tn, 50, 1, 2, +, (5-2-6) 
讨论 它们 之 间 内 在 联系 ， 对 (5-25) 已 有 许多 讨论 并 称 之 为 
KdV 方程 族 . 对 (5-2-6) 的 讨论 近来 也 受到 重视 , 称 之 为 新 KdV 
FRE. 上 述 问 题 不 仅 是 对 KAV 方程 ， 对 许多 具有 强 对 称 的 方 
程 也 有 类 似 情形 。 为 进行 较 一 般 性 讨论 ， 先 引进 算 子 的 遗传 性 概 


A 


EU 


2.2 遗传 性 
定义 2 ZRT O(a, t, u) EROS Fn PETERS , 如果 对 任意 的 
EIC f (o, 2, u) sn go, t, u), RA 
d'(of]g-d'[5g]f -G(9'[f]g—9'[g|f), (5-2-7) 
具有 遗传 性 的 算 子 常 称 为 遗传 对 称 (Hereditary Symmetry), 
要 注意 ,遗传 性 是 算 子 本 身 的 性 质 , 它 是 独立 于 方程 的 , 只 是 常常 
要 考虑 强 对 称 的 遗传 性 ， 具 有 遗传 性 的 强 对 称 称 为 遗传 强 对 称 ， 
它 具 有 特别 的 重要 性 . 遗传 的 含义 似乎 可 以 反映 在 下 述 命题 中 . 
命题 3 KOENE uK, t, v) 438 EROS, B 
Rit, 00-0, NO E di 
=K, n=0, 1, 2, 
中 所 有 方程 的 强 对 各 
证 明 由 于 遗传 性 是 与 方程 无 关 的 , 我 们 只 要 证 明 印 是 方程 
uw= DK 
的 强 对 称 , BUD 满足 方程 
=[(@K)’, 9], 


RBA OARS i, RBH 
($&'[DK] —[(G@K)', 6])a-0 


— À t, URE, 
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HERE TORIO AEE, 
[(®K)’, Pla 
= (K) Pa Bo (BE Y'a 
=@' [Da] K -DK'da — 9! [a] K —OOK'a 
=D [Ba] K —G' (OK ]a -PP [a] K+00' [K ]a 
4-9 [OK }a+G[K’, DJa —Dd'[K]a 
-d'[5K]a-O([K ', 6] — d&[K])a, 
XH FAA HE uy = K 的 强 对 称 的 假设 ， 
([K’, 6] -d'TK])a 0, 
于 是 ， (®'[®K] —[(@K)’, 6]1)a—0, 
$ 是 方程 w= OK 的 强 对 称 . 
例 3 运算 子 
D = D?-- 4u4-2u,D7 
具有 遗传 性 . 
证 明 对 任意 的 函数 (vw, t, uw) Al g(x, t, u), 
Of =f es -+ 4uf + 2u,D-'f, 
D'[Oflg=(4Of+2(Df).D")g 
=4( frag + duf g+ 2u,D“f 9) 
+2( facet Suef + Auf, t+ 2u,,D71f 4-2v, f) D, 
$'(5f]1g—0 '[Gglf 
=4(fec9 — Geof) +2(foceD "9 ~ ges Df) 
+ 8u( f. D^g — g. Df) + df Dg —gD^f), 
Q'[f]g - 4fg--2f.D^g, 
O(O'[f1g ~P [g1f) 
= 2(D?+ 4u4-2u,D-) ( f Dg — g,D^f) 
=2(fecaD* 9 — ges Df) +4( feed — gif) 
T 8u(f Dg — gD) 4-4u.(D 1 (f.D79) - D3(g,D7f)), 
Bi D> (fD g) -fD^g—D M fy), 
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就 得 到 
@'(D, flg—B {dof = Bo [flg—-P [glf), (5-2-8) 
MU, o 具有 遗传 性 . 
EEO 中 的 是 一 个 任意 函数 , 它 并 不 与 任何 的 具体 方程 相 
联系 ， 等 式 (5-2-8) 是 对 任意 的 f, g Au RER. 
特别 ， 对 方程 = zs 和 KdV Jr gR(5-1-7), 0 是 一 个 遗传 强 
XP. HAR WAR 3, OR KdV 方程 族 中 所 有 方程 的 强 对 称 . 在 
HERR T D= D?-- 4u-- 2ueD* 的 遗传 性 以 后 , BEB © E KAV 族 
全 体 方程 的 强 对 称 ， 只 要 证 明 它 是 wv. RST. XH 
须 证 明 
D’ [ue] = [s , P], 
Bp 4u,--2u;,D^! = [D, D*4-4u4-2u,D"], 
这 比 在 本 节 例 1 中 要 做 的 容易 得 多 . 
遗传 性 对 强 对 称 是 很 重要 的 , 但 是 , 验证 遗传 性 的 条 件 往 往 比 
BEPC. 下 面 将 对 遗 傍 福 作 进一步 的 讨论 , 以 便 运 用 . 
命题 & 运算 子 旬 具有 遗传 性 必须 且 只 须 
9*[f, gj+ (Of, 06g] -& (Of, g +[f, £9]). (5-2-9) 
事实 上 ，(5-2- 纪 只 是 (5 2- 人 的 不 同 写 法 ， 将 (5-2-9) 展 开 就 
能 化 为 (5-2-7)， 
命题 5 O(a, 0 切 为 任意 的 一 个 运算 子 , oe (o, t, WH 
任意 函数 , 出 
P [o9] = [cw D] 


必须 且 只 须 
G[co a] = [co, Pa] (5-2-10) 
HERRAR al, t, WM, 条 件 (5-2-10) 常 称 为 下 与 oo 是 
交换 的 . 
证 明 因为 ， 


Doo, a] ^ ooo — Posso, 
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[oo, $a] = o0cBa — (Pay To 
=099°Da—D foo] «a — Doa'os, 
所 以 ， Bloo, «] — [oo0, 9a] =(P [oo] ~ Lco, $])a 
ERY Ca 成立， 命题 得 证 . 
命题 6 FO, t 人 是 一 个 具有 遗传 性 的 运算 子 目 与 
Golv, t, 切 交换 ( 即 Bloo, a]=[ooPa]), 0—0, WO SHAN 
o,= PB" oo(n=0, 1, 2, …) 都 是 交换 的 , 即 
O[c,, «l= [o,, Qa] 
对 任意 的 函数 a(v, t, uw) JR XE. 
WEB] REIRO 5 o. 交换 , 即 
Dio, a] - Lo, Gal 
SE TE HY PR Be OR. WX, 
Dic, a] =O8[Oao, a] =G(@' [aloot+ Boha —a' Goo), 
Lo, da] = [Goo0, Ba] = (Pro) (Pa) — (Pa) (Poro) 
=P (Dal oo+ Gap ha -P [Dos] —Ga' Ga, 
所 以 ， Plo, gj 一 [ci Ba] =D’ (Do la—G' [Galo 
十 2(G [alao—®' [aola) 
+PP [oo] — [ob, Pe, 
ARTE D WIRE AS oo 交换 的 假设 , 由 本 节 命 题 5, 
lo a] — lo, 4] =0 
对 任意 的 函数 o 成立， 
由 本 节 命 题 5, 此 命题 又 可 以 改写 为 ， 
命题 7 若是 具有 遗传 性 的 运算 子 ， 儿 Do 一 90, oo 为 一 函数 ， 
且 


DP [ca] = [oa d], (5-211) 
则 
Blo =: To, Pl, i (5-2-12) 


其 中 9,7 Oc, (n 0, 1, 4, e), 


ER Ox ,as 


当 多 不 显 含 (Hp, (5-2-11) Al (5-2-12) 分 别 为 外 是 方程 
一 Co 和 w=0, 的 强 对 称 的 条 件 ， 因 此 , 条 件 (5-2-11) 和 对 B3 
传人 就 保 证 了 四 是 所 有 的 方程 K,(n=0, 1, ---) RNR. 
2.8 xp 5 LaxxiBo3x x 
对 一 个 给 定 的 方程 , 强 对 称 是 否 存在 ? 如 何 求 得 它 的 强 对 称 ? 
这 些 问 题 并 没有 彻底 解决 ， 强 对 称 和 Lax 对 有 着 密切 的 关系 ,我 
._ 们 将 通过 下 面 的 例子 来 具体 说 明 
We RNA, KdV He e 
Ut = User t Out. (5-1-7) 


”有 一 个 Lax 对 


— A 9; 
a-( 0 >) der ( Up ue) di 
A—u 0 (44--2u) (.— u) — use Fua 


= Mda+ Ndt 
(A WHER BO, BU 
dQ-QARQ=0 
必须 且 只 须 (5-1-7) 成 立 ， 也 就 是 说 , KdV 方程 (5-1-7) 可 以 看 作 
是 下 列 线 性 方程 
V.- MV, Vi= NV : (5-2-13) 


(7-( ».) 的 可 积 条 件 ， 
令 v1 9, W va ge, (5-2-13) 可 归结 为 


Part Up = Mp, (5-2-14) 
Pi = Uap t (2u-+ 4A) Pr, (5-2-15) 

KdV i Piras ™ Piee 成 立 的 条 件 . 令 
= (P) = 20 Pe, (5-2-16) 

Ti) Fa (5-2-15), 2-14) 即 可 得 到 满足 的 方程 


T= O gaa t ogt ia, (5-2-17) 
Blo:=K’'o, m HIT (6-2-14) Wa U 
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(D3-- u+ 2u, D)o ~ Ader, (5-2-18) 
BB Do = 4o, O= D?+ 4u-+ 2u Dt 为 (5-1-7) 的 强 对 HK, 
IE, 4E d o = (v2), 将 Lax 方程 (5-2-14) 和 (5-2-15) 化 为 
Oo =4ho, (5-2-18) 
c= K's. (5-2-17) 
这 就 给 出 了 Lax 对 与 强 对 称 、 对 称 之 间 的 联系 ，( 扩 2-17) 说 明了 
oo 是 (5-1-7) 的 一 个 对 称 ，(5-2-18) 则 说 明了 oa 是 多 的 一 个 特征 
函数 .将 (5-2-18) 对 求 导数 ,并 将 (5-2-17) 代 入 , 就 能 得 到 
(2 - [&", ài) o =0, 


di 
例 5 设 


0 1 A B 
a-( ) te ( ) di 
和 -ww 0 € -d 


(2 为 任意 常数 ，4, BAC AH ISO, ME dO — QAQ-—0 必须 
AR 


G^ ole Co Ao o), ( AJ 


=U, 
即 
A,=C—(--u)B, (5-2-19) 
B,= —24, (5-2-30) 
ut C, 2(.—u) A, (5-2-21) 


di (5-2-20) 81 (5-2-19), 
1 
A 一 一 5 B,, 
€ — A,-- (A —u)B 


=- t Bet 0.-2)B, 


于 是 , (5-2-21) 就 归结 为 演化 方程 
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Wt 一 I Breet UeB ~— 2(i —u) Be 
=K, (5-2-22) 
希望 能 选取 适当 的 B, p (5-2-22) PRAE A, WE 
B-3 Bai, 


并 将 它 代入 K, 
K=} > Breit S te BiN -2u X, By, in 


-2 » B. ne ACH = v (3 Bi seet ts Bit zu B, 
i=U = 
-2 M Baa i —2Bo, A" ti 
i=0 
=- Banera t UB, t 2uB, c 


n—i 
+3 ( EB eet us By Du B, — 2B, i W 
NN 2B, 1 
K 中 不 含有 入 OAR AA 
Bo,e=0, (5-2-23) 
Bizi, e= LCB, eatu Bi. 2u, Bj) 
=DBie, $-0, 1, +", 2-1, (52-24) 
kt p= ELE 4+ Qu, D), Zi, 演化 方程 (5-2-232) 就 归结 
为 
u=K,, (5-2-25) 
区 ,一 五 Bo。， w=0, 1, 2, (5-2-26) 
Hh Bue T R EAA (5-2- 和 (5 3 3 确定 按 递 推 关系 
(5-2-24) 就 得 到 
K,-0OK,.4- Ke, Ko= B,,,. 
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Spn-e0, BHiBo-0, n Bo=4， 十 是 由 6-224) 就 得 到 
Bi, Ue, Bil 
(5-3-25) 就 归结 为 

w=O"Ky, n-0,1,2,- 

这 就 是 前 面 讨论 过 的 KdV 方程 族 ， 在 这 里 ， E 是 作为 递 推算 子 
出 现 的 , 所 以 , 强 对 称 又 常 称 为 递 推算 子 (Recurrsion Operator), 
腺 过 递 推算 子 瑟 可 以 确定 Bi, 这 就 确定 了 BAMA DR), 从 而 确 
定 4 和 CO， 这 就 是 说 ,Lax 对 也 同时 随 之 而 确定 . 

3E—25, 3378 E 1. HOBCT 5, BB — AQ), A (1) 40, HH 


=k ATE 
iQ 


Ko= us, 


这 时 ，(5-2-21) 应 改 为 
ut — h +O, = 20,— DA, 


即 有 nm Beret usB ~2(N—U) Bet ho, 
类 似 于 前 面 的 讨论 就 能 得 到 
Bo, 270, 


B4, 0 B, S y P 
以 及 w= K,, 
RK,—$ Bet b, n=0, 1, e 


特别 ,车 取 Bo=124(Bo,e=0), ho=1, k= =k, =0, 


则 有 Bi,s= 3tust i 
以 及 K,- d» ( 35, 4), 120, 1, 2, +» 
MBB Kav 方程 族 


um @( But 5), n=0, 1, 2, 
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§3 换 位 子 、 李 代数 


在 上 一 节 中 ， 我 们 已 经 介绍 了 如 何 由 已 知 的 对 称 通 过 强 对 称 
来 生成 新 的 对 称 、 在 这 一 节 中 ,我 们 将 介绍 另 一 个 途径 , 由 已 知 的 
对 称 通 过 换 位 运算 来 生成 新 的 对 称 ， 并 进一步 讨论 对 称 对 这 个 换 
位 运算 所 构成 的 李 代 数 . 

3.1 对 称 之 间 的 换 位 子 

换 位 运算 在 前 两 节 中 已 有 说 明 ， 为 了 系统 地 叙述 并 强调 它 的 
重要 性 ,现在 重 述 它 的 定义 . 

定义 Ralo, t, u)M bl, t, u) ERRAK, 

[a, 0] =a'b—b’a 


称 为 < 和 2 的 换 位 子 . 
命题 1 对 任意 的 函数 a, 5, c。 和 任意 的 常数 %, u, 
[a, b] = — [b, a], (5-3-1) 
[Aat ub, e] =Ala. e]-+po[d, c], (5-3-2) 


(fa, 6], c] À- [[5, e], @]+ [fe, a], 51-0, (5-3-3) 
证 明 (5-3-1) 和 (5-3-2) 由 定义 即 可 立即 得 到 ， 下 面 证 BH 
(5-3-3), 根据 本 节 定义 和 $ 2 中 命题 1， 
{[a, 51, e] = [abba 0] 
= (a'b)'c — (b'a)'e —c'(a'b) +e lba) 
= (a) le] b--a/b'e — (bY [e] — b'a'o —c'a!b4- e'b'a, 
Hz, [[6, c], a] =(6')’[ale+ b'e'a-- (e) [a]b 
—e'b'a —a'b'c-- a'c'b, 
[te, a], 5] ^ (e’)’[bja+c’a'b— (a) [ble 
—a'e'b — b'c'a4- b'ac, 
由 本 章 $ 1 中 命题 和 
(a')'[^1c = (a^)'[e]5, 
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(0'[e]a - (bY [a]e, 
(e) [e] 5 — (e) [b]«, 
所 以 ， Lia, b], c]+[[d, e], a]+[fe, a], b] =0, 
由 此 可 知 ， 全 体 函 数 对 上 述 线性 运算 和 换 位 运算 构成 一 李 代 
数 .(〈5-3-3) 称 为 Jacobi SR, LERN EK hw KH aR 
T, 
对 于 一 个 任意 给 定 的 方程 , 显然, 它 的 任意 两 个 对 称 的 线性 组 
合 也 是 对 称 ， 以 下 我 们 证 明 , 两 个 对 称 的 换 位 子 一 定 是 对 称 ., 
命题 2 对 任意 的 函数 a(z, t, u) fl bo, t, u), 


gh (iY 


证 明 根据 定义 ， 


OET 
— d. S (at eab) | 
d(a b) 
dí 
命题 3 Rois, 5, OM oso, tz) 是 方程 
w=K(z, t, u) (5-1-1) 


的 对 称 ， Wo- [os, ool HE EAI Rr, 
证 明 根据 假设 和 对 称 的 定义 ， 
应 用 本 节 命 题 2， 


do d 
di glos oil 


= Agios) | d(oi01) 
di dt 


„= do ! u deny 
(SE) o Us i 
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= (K'o1)'o2— (K'os)'o 
= (K''[o3]1o14- K'oica-- (K'Y [oiloa— K' oho, 
再 应 用 1 中 命题 4, 


d 
uu -K'o'los—K'oio, 


= 五 [cl os] - K'o, 
所 以 ,o JE (5-1-1) BS ERI, 
fl KdV 方程 


Ut = Ugar + Butte, 
已 经 知道 它 的 对 称 Komus, Kim us, To= fud L A T,= Sturt 


qug t gu, 这 寺 ， 
[Ko, Ki] = Kik, — KiK, 


= Urt lig = 0, (5-3-4) 
[Ko, to] =(Stue+ F), ~84(we) a 
2, 
-0, (5-3-5) 
[K vy] = ( Biuret 5), —8t(u;), 
—Su,— 8K, (5-3-6) 


[*a, vi) = 3t (Btu, t turt 24), — 81 ( tus 5), 


-a( Biust 5), 一 2 ( Stu--1) 
= —6tu,—1 
= — Te, (5-3-7) 
以 上 各 式 展 示 了 Ko, Ki, vo fll i 这 四 个 对 称 相互 作 换 位 运 
算 的 效果 ( 零 可 看 成 是 一 个 平凡 的 对 称 )， 也 反映 了 与 它们 相应 的 
单 参数 变换 的 换 位 运算 的 结果 . (0-3-4O LET He 可 的 平移 和 
沿 霸 轴 的 平移 是 交换 的 ; (5-3-5) 则 说 明了 消 ” 轴 的 平移 和 伽利略 
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变换 也 是 交换 的 , (5-3-6) 赔 明了 沿 上 轴 的 平移 和 伽利略 变换 是 不 
交换 的 ,先后 次 序 的 不 同 相 差 的 是 一 个 沿 % 轴 的 平移 (5-3-7) 则 
说 明了 伽利略 变换 和 标量 变换 也 是 不 交换 的 ， 先 后 次 序 不 同 相 差 
的 则 是 一 个 其 利 略 变换 .以 上 事实 也 不 难 直 接 验 证 . 
3.2 对 称 的 李 代数 结构 
由 此 可 知 ， 对 一 个 给 定 的 方程 ， 寻 找 它 的 对 称 并 研究 其 李 
代数 铺 构 是 十 分 重要 的 , SEL KdV 方程 (5-1-7) 为 例 作 系统 讨 
论 . 
由 本 章 前 两 节 的 讨论 已 经 知道 ，KdV 方程 
Uy = Haga t Out (5-1-7) 
有 一 个 遗传 强 对 称 
© = D+ du 2u,D^ 
和 两 组 对 称 ， 
K,—d^K, Ko=us, n=0,1, 2 


aoe 
3 2 a 3 


vd", to=3tuet E, n=0, 1, 2, +m 


(r= 3: Kcd" 1), MEEN K, 8 00, 1, 2, …) 所 生 


成 的 李 代数 的 结 沟 , 先 证 明 下 列 两 个 关键 性 的 引 更. 
引 理 1 
@'(K,]=[Ki, 9]. n=0, 1, 2, oe, (5-3-8) 
证 明 AARE, 
&'(K,)-[Kh, 9]. 
E DREEM § 2 中 命题 7，(5-8-8) 成 立 , 
引 理 2 
D'in] = [r D]--20^, n=0,1,2 -», (5-8-9) 
证 明 对 mn 作 归 纳 法 . 4 n=0, 
Y [v] = 30 [Ko] - |Z] 
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= 3t®' [K,]--21, 
. [ro 5] =3t[Ko, P], 
TAE, 由 本 节 引 理 T, 
© [vo] = (v, O1+2T, 
BN (5-3-9) 4 n=O By RIE, 3x (5-3-9) Hf m —1 AY RM, 即 
P Eru] = [75-1, @)+26"4(n>1), 
JU XY AE AY eR Bev, 
(d'[v,] — [v;, 61)v 
=0'[r,]v~[r,, Blo 
=P (br, jv —7,Dvt+Or,v 
=P [dm 4]o— (Prr) Dut (Dv, .)'v 
=0' (Or, 1] v —P' [Bo] v, 4.— 0, Ov HPD [v] Ta 
4 OO, vv. 
由 人 多 的 遗传 性 , 上 式 等 于 
DDT - d [v] v, 1) BB+ OG [v] v.) + OOv, 1v 
=O(0' [rua] - (tra, 0])v. 
.又 由 归纳 法 假设 ， 
(d [ra] — [Tn @]) v= 287, 
Bp (D'ira, — (v 1, 6] —20") v=0 
对 任意 的 函数 ? 成立， 所 以 ， 
D'ira] = [v,, 6] +22", 
5| 98 2 得 证 . 
定理 1 KdV 方程 (5-1-7) 的 两 组 对 称 K,flv,(n—0, 1, 
…) 满 足下 列 李 代数 关系 . 


(i) (Km, K,] —0, (5-3-10) 
(ii) [KE m, Ta] = (2m+1) EK mini, (5-3-11) 
(ili) o [tn , Tal =2 (m = n) UTmin~1; (5-3-12) 


(m, n=0, 1, 2, e K-a5 0E T). Dl 
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证 明 (AERD 
O 因为 所 有 的 天 mm 一 0, 1, 2,…) 都 是 方程 (5-1-7)， 
即 ut= Ky 
的 对 称 , HÆTTE E t, PA 
[五 w K,]=9, 
m=0, 1, 2, X 
[E,, K,] - [Kn 6K,.4] 
=K DK (ØK ni) 'K, 
=K ØK iP [Kn] K, -DK .K,, 
由 本 节 引 理 1, 
[K,, Ka] - E,OK, ,—[K5, $IK,1 BEK r AK, 
-O[K,, K,4], 
TE, X n 作 归 纳 法 即 可 证 得 
(Kn, 天 由 一 0， 
m0, 1, 2, ^4 n=l, 2, =, 上 述 等 式 加 上 [KKo, Kol =0 这 一 
显然 的 等 式 就 得 到 (5-3-10). 
Gi) 先 证 明 [ 天 oz 一 下 li， n=0, 1, 8,- x n PAR 
法 ， 当 %=0, 
[Ko, To] =0., 
假设 [Ko, tra] Ros, lll 
[Ko, te] = {Ko, Br,_1] 
= K(O%_1— (rn) Ko 
= Kv, ,—'([Ko]v,.1— Dv, Ko, 
根据 本 节 引 理 1 和 归纳 法 假设 ， 
[Ko, 7,] - K(Or,-1—[Kb, $1v,.1— Br |. Ko 
=O Ko, Ti] = BK,.,= Ka. 
FRE Km, Ta) = (2m--1) Kant, 对 m 作 归 纳 法 , m=0 时 ， 
前 面 已 证 明 等 式 成 立 ， 假 设 等 式 对 m 一 1 成 立 , 即 
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[K m-i, Tr] = (2m —1) K men-o, 
X [K m, ta] = [OK si, Ta] 
= (K m1) Tn — Tr (PK n-1) 
=P [r] K m-at BR, — TOK m-i, ` 
根据 本 节 引 理 2 和 归纳 法 假设 ， 
[Kn, v] - [7; , 9] K, 1-20" K , t+ OK, m TBE 
—O[KE,.4, 7,]--20?K, : 
= (200-1) BK wing t 2K mont 
= (2m+1) K men-1, 
所 以 ， [K,, te) = (2m+1) Kent 
(m, 1-0, 1, 2, +++), 
(Qu) AEM Lem, vo] —2v4-.1, m—0, 1, 2, =, Xp m FEI 
Hk. M m=0 和 工时 ， 
[7o, to] ^ 0— 27.1, 
[71, to] 27e, 
MERAN 1-100) mar, BD 
[*n-1, te] ~2(m—1) tao, 
而 75, To] = [Dtm To] 
= (Dtm—1)'To— TPT m4 
=O (te) tmit Ov, voy roD 1, 
IRB EIE AL AE RL, 
[Tm vel = (vo, Pitari Wmi t Ov, ivo — TO en 1 
=i Tmi, vo] FP Tu 1 
= 20m ~1) Otm_ogt 2v44 
== Ta 1 
再 证 fr， Tal = 2(m 一 DL ER 对 n TEILS, 前 面 已 经 证 
明 当 ”=0 时 等 式 成 立 ， 假 投 等 式 对 m 一 上 成 立 , Bn 


[Tm Tra] = Z(m — n-- 1) v5 nna, 
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又 (tn. te] = [a, Porra) —— 
— Dv, 2 (Ptn) Tm 
—TuDv, — 0D [tm] tr-1— Dv, iva, 
由 本 节 引 理 2 和 归纳 法 假设 ， 
(tin, 04] =0,,DPt,1— [v5, O]v,.1— 20"v, 1— Dv, 1T 
=D[tm, 7,-1] — 20", 1 
—2(m —n--1) vai 327,441 
—-2(m-—n)T, si, 
(5-3-12) f iE. 
HEM SKK, Ae, (n0, 1, 2, …) 中 ,只 要 有 了 Ko, 
Ea To, Ti, Ta 和 Ts, d 的 或 可 以 由 它们 通过 换 位 运算 来 生成 ， 


Key lK, wl, n>1, (5-3-13) 
TU i 3) fms, Ta], "38, (5-314) 
Ko, Ki, To, T1, Ta Fl vs BW BEF (Seed) 对 称 , 这 也 就 为 我 们 
寻找 对 称 提示 了 又 一 个 途径 , 即 先 找 出 若干 个 种 子 对 称 , 然后 按照 
(5-3-13) 和 (5-3-14) 的 方式 去 生成 其 它 的 对 称 ， 特 别 是 对 那些 难 
以 找到 强 对 称 的 方程 . 
进一步 考虑 KdV 方程 族 
=K,, b=0, 1, 2, «+, (5-3-15) 
REBAR, P= D+ 4u-- 2u,D RK BUE IT RO RR BR, 
AA Kn(m=0, 4, 2,，…) 都 不 显 会 i， 由 定理 1 wee), Ka 
(m=0, 1, 2, …) 也 是 族 中 所 有 方程 的 对 称 ， 并 且 , 对 族 中 的 每 一 
个 方程 , 都 还 有 另 一 组 对 称 (与 1 有关) 


TB, Tom (DIR ^l. | (5-3-16) 
Bp 208 (A1) iK ua del (5-3-17) 


27- 
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n, i=0, 1, 2, +, RORE ch ETE Rus KL 的 对 称 ， 由 定 


a, (1 1 1 
Eii- [E, i| - ES K++ | 


2 
=[Ki, v9] = (21--1) Ki-1, 
利用 这 个 等 式 即 可 直接 验证 
sid = Ki, 

BB vo 是 u= K, 的 对 称 ， 

定理 2 方程 一 上 Ki (1 一 0，1， 2，…) 的 两 组 对 称 EK, MT 
满足 下 列 李 代 数 关 系 ; 

(i L[K,, K,] =0, (5-3-18) 

Gi) (By, oh] = (2m+1)K nini, (5-2-19) 

Gii) Ew, Th) =2(m— nN) Thin, (5-3-20) 


(m, n=O, 1, 2, ore, K_1=0=¢1,) 
TERA CLAS SCAR (5])  RAUEBH GUDURI C), 由 $2 中 定理 1， 
Dn 1 | ME n 1 
[Kn d^ [Kn, UE Hd 3 
= [EK s, Ta] = (2m+1) EK min-1, 
m 1 "a 1 
ons es] 
-irn n) 3 Ka, ol] - m [an i. x] 
—2(m -n)va4—6t(m —n) K mini 


=2(m —n) prta- i. 


于 是 , 应 用 上 列 等 式 和 8 2 HERL 就 得 到 
[E,, tH] =|Km, (Ql--DiK rato 1] 


[£e OS] = Gmtl) Kes, 
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[tins vi] 
=| (QU)t Kn E^ li, (A41) Kay it @ 4 


2 


[一 一 一 


= (20 +1) |K mii p B 


1 


+ (214-1)t lo» =, K nu- TES [o^ 1 F> ei] 


—2m--n)(2b--1)$ K uasa 2n -u) n1 ES 
=2(m~—2) Tn 


可 见 , 定 理 2 既是 定理 1 的 推广 也 是 定理 1 的 推论 ， 
9.8 K-P Hp AKNS 方程 的 对 称 
有 关 理 论 对 高 维 的 演化 方程 也 是 适用 的 . 现 以 1+2 维 的 
Kademtsev-Petviasnvilli (K-P) 方程 为 例 说 明 ( 见 章 末 [6] 、 
[7])， 
K-P 方程 
tty = D7 ty — Ugra — Bury (5-3-21) 
的 K = D7 uyy -Ursa — ÓUt,, 
= D1 Dj — D? — 6u D — Gus 
(Dy= 1). es. t, 四 是 (5-3-24) 的 对 称 必 须 且 只 须 
+ =D Oy, 一 aeue -Ouc0s--OÓu,c, (5-3-22) 
寻找 及 -P 方程 的 强 对 称 十 分 困难 ， 现 在 采取 另 一 个 途径 , 先 给 出 
它 的 一 些 “ 种 子 ” 对 称 ( 见 章 未 [1]); 


Ko= 寺 ws ki -$ 


K a= Dy — Uges -~ Us ( =u), 


Uy 


2 


K= 3 D^?uuyy — Au, — Bus D^" u, —l6uu,, 
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Ca 


= 
K,= x “Uyyy t Berara — LOU ys + IOU — 104, D^? u, 


—- 20u D^ !u,, —5D71(u3),,- 30ugd ui 
T 60u us — 20 Uy D tty, 
d 
18? 
T1=tKy+y Ko, 


ta=tKyt+yKitwkKy +$ u, 


Tomi Ko— 


te=tKs+y Kata ky Tg Duy, 


ta=t E, y K3 o Kt2D uy, - Au, — 8U? AD u, 
对 这 些 对 称 可 以 直接 验证 它们 满足 (5-3-22)， 进 一 步 ， 还 可 以 验 
证 它们 之 间 的 换 位 运算 有 下 列 关系 ; 
(Ki, & =, 


[K,, È d = HL K 425, 


e 4,  5—) 
lTi, Tjj =~ zx Ti.j-2. 


RRM NTS, TUL, > 
E. PILIS Ta], 


Trn 一 


PR 
n—4 ? 
(074), XB, MAT K-PJPRUO-9-21) HEH. K, Fiz, 
(n0, 1, 2, ++); 并 且 还 可 以 证 明 它们 满足 下 列 李 代数 ， 
[Kn, K,] =0, 


[Kn, ta) =F Kena, 


[75, Tr) 一 T Tmin- 
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关于 这 个 结论 的 证 明和 许多 进一步 的 讨论 ， 可 以 参阅 有 关 的 
文献 ( 见 章 末 [6]、[8]、[9]、[7]、[10]). 4u 5j y ARR, K~P 方 
程 就 归结 为 KdV 方程 ， 上 述 一 些 结论 也 就 归结 为 前 面 已 经 讨论 
过 的 KdV 方程 的 有 关 结 论 . 所 以 , K-P 方程 也 可 以 看 作 KdV 方 
程 向 高 维 的 一 个 推广 ， 又 常 称 为 了 十 3 维 的 KdV 方程 。 对 高 维 方 
程 的 讨论 要 比 1+1 维 的 情况 困难 得 多 , 近来 愈 来 愈 受 到 重视 . 

关于 对 称 的 讨论 也 适用 于 未 知 量 为 向 量 值 通 数 的 方程 CB 
HEW). TENAN AKNS JERKER DD. 

AKNS 方程 族 是 

us= K,, n= =" J, 2, + . (5-3-23) 


其 中 K,-@'Ko, n=0, 1,2,- 


-() xe) 
~ T ar 


out ( —D--29D^r 29D 1g 
|| —2rDOr | D—-2rD^q/ 


4 


(5-3-24) 


WA, E= ( ^ J-es., 


1 ~ Yow +2 2 
KF ( d a | ~OK,, 
Vee —2r*q /, 


K= ( ~ Qera 29D- (r5) + 29D" (rge) + 2° )e ) 
© rece 2r D (T gee) +21 D- (rag) -2 (7g), 


=OK », 
相应 的 方程 为 
{ (=) l (5-3-25) 
Te. = 1 gs 
T gera 2g? 
[ez de 1 a) (5-3-26) 
iri Tus ~ 207g t 
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qi 一 -一 Yeon t 6erde, - : 
n=3 5-3-27 
ls — Tere t OTTE, (a ) ( ) 
Fy . . Oi 
Be FG, i) (er ur ale, oo - (7 ) 的 
= "T Os 
Galeaux 导数 仍 定义 为 
F'(u) [o] =- Put eg) lio, (5-3-28) 


RE, Z U) (或 简写 为 卫 ) 仍 称 为 了 对 & 的 线性 化 算 子 ; (5-3-28) 
A ign Fou MR Fu, 根据 定义 
4. Fan, t, g+éo4, TH eo) Ie. .0 
F'og = ' ` 


n x Psa, t, q+ 804, r+ eos) lec 


p Füslos]-- Flos] 
" ( Faulo] + Fs [02] 
Fo, Fins 
-(17 ere] 
AP Fi, Fu, Fir, -Pr 分 别 表 示 Fi Faxpbo 和 > 的 线性 化 
算 子 ，(5-3-29) 也 可 以 表示 为 


xa-( ia MG) 
n APR n Oa , 


(5-3-29) 


EF EF, 
E z-( hi 7). 
20 F5. 
, {71 0 
=o 
例如 ， 0 ( 0 a) 
E (? ?) 
t o DP 
/ D2 1 4 , 2 2 
Ky=4| a 29 
09 -2r” u De deg) 
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可 以 证 明 ， 有 关 的 公式 和 理论 对 于 向 量 值 函数 都 适用 . 对 AKNS 
HER (5-3-23), 我们 可 以 证 明 O 是 族 中 所 有 方程 的 强 对 称 .。 首 
先 , RTT Wik D RARE, 通过 直接 的 、 宛 长 的 计算 可 以 验 
证 它 适合 遗传 性 条 件 ( 见 章 末 [11])， 因 为 多 不 显 含 i 进一步 只 
须 证 明 D 是 方程 ue = Ko 的 强 对 称 ， 即 [Ko] = (Ko, 0], Hp 
[Ko 1 仍 为 六 0 一 Bo 有 6， 这 一 点 不 难 直 接 验证 ， 
; 0 qD^79g "a 
PERJA us o )- Es A. 
AKNS 方程 族 (5-3-23) 中 任 一 方程 

wc-E, t=0, 1, 2, + (5-3-30) 

也 均 有 两 组 对 称 ， 
从 ,一 "EK, 

Tr= OH, wltkitau. 
ATO RAE E GT, AOE Ko Hr ER Bw 
K ROS, RYU RW Ko fic BKIVGRR EHR 
wi 一 KK 的 对 称 的 办 法 来 证 明 . 进一步 , 类 似 于 本 节 定 理工 和 2 的 
WENA, 也 能 给 出 AKNS 方程 族 的 两 组 对 称 AU v. 满足 的 李 代 数 
关系 ( 见 本 章 末 [11]). 

[Em K,] =0, 

[K m, Tn] = MK mint, 

[25, Tn] = (m —n)zn.4.1, 
(m, n=0, 1, 2, --., AK Q0 -0-24). 

Ad gu, r= i, WA 


Cr) (n=1), 


( ^ ) -( nd (n3), 


即 * Uim Ue, (n - 1) ; 


SEE 对 K 251 


at 一 一 UsgagOUUe, (n 一 3) " 


进一步 直接 计算 即 能 证 明 ， 对 任意 的 ( ), 


a0 oe OO Ge- 


其 中 @, = —(D?-- 4u + 2u: D71), 
可 见 , AKNS HERH u =g, r1) RJ 

w=" K = GK n=0, 1, 2, + 
就 给 出 KdV 方程 族 

u= Pius, 

BU, KdV JERI DURS EE AKNS 方程 族 的 一 种 约 化 情况 。 不 
仅 如 此 ，NLS 方 程 族 ， MKGV 方程 族 ，sine-Gordon 和 sinh- 
Gordon 方程 族 等 也 都 可 以 看 作 是 AKNS 方程 族 的 某 种 约 化 ( 见 
章 末 [201).。 AKNS 方程 族 则 可 以 认为 是 上 述 各 方程 族 的 统一 和 
推广 。 i 
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许多 演化 方程 之 商 存 宇 菜 种 变换 关系 ， (im, KdV 方程 和 
Modified KuV(MKdV) 方 程 之 间 存 在 Miura 变换 ;， Burgers 方程 
和 热传导 方程 之 闻 有 Oole-Hopf 变换 :KdV 方程 和 OKqYV 方程 
之 间 也 存在 变换 关系 , 不 过 这 种 变换 不 仅 限 于 未 知 函 数 之 间 , 自 变 
量 也 要 经 过 变 找 ， 自 然 要 问 ， 存 在 这 种 变换 关系 的 方程 的 对 称 之 
阅 有 何 变 换 关系 ?在 这 一 节 中 , 我 们 将 给 出 由 方程 之 间 的 变换 诱导 
出 相应 的 强 对 称 、 对 称 及 其 李 代 数 的 变换 关系 ， 

4.1 变换 的 基本 概念 

对 非 线性 演化 方程 

u= K (a, t, u), (5-4-1) 


252 孤立 子 理 论 与 应 用 


u=F (a, t, v), 

E=€(a, t), v-v(z, t), (5-4-2) 
对 于 变换 ， 通 常 我 们 均 要 求 它 是 可 逆 的 .在 这 里 我 们 还 进一步 假 
设 vo7 0, DEG 

=F, 

-名 


一 or AT VE) T (vn), (5-4-3) 


Hh T ER F 对。 的 线性 化 算 子 (o), AHP’, 
H (5-4-3) RA (5-1-1), W43 
oF 


Tnm) = KoF — S -T (v£), (5-4-4) 


— ACS, v, v) 48 


Kor D. (ud) THE, v, ojn), (5-46), 


I (5-4-4) BEI OS 
T (w— H(£, *, 2) 0, 

从 而 得 到 方程 

v=H(é, v, v), (5-4-6) 
这 样 ，(5-4-1) 和 (5-4-2) 就 给 出 了 方程 (5-1-1) 和 (5-4-6) 之 间 的 
变换 ,以 下 将 讨论 由 变换 (5-4-1) 和 (5F4-2) 诱 导出 的 方程 (5-1-1) 
和 (5-4-6) 的 强 对 称 、 对 称 及 其 李 代 数 之 间 的 变换 关系 ， 
为 了 简便 ,记号 AM BRERA CE, v, v) (o, t, u). 
引 理 1 0 (KoF)'=K'oT'(—K'oF’), (5-4-7) 
证 明 对 任意 的 函数 4a(€, v, v), 7 EM 

(KoP a= 2L. KF (v+ ea)) lo 


ám aud ue He 


ts 
a 
wn 


SEE 对 te 
-— E (F (v) 十 sea- |。 


d 
nir K (u-r eTa4- ---) | exo 


— K'oTa, 

所 以 , CEoF)-K'T. 

须 注意 ，(5-47) 左 端 ( 及 oF)' 表 示 对 2 的 线性 化 算 子 ， 右 端 
EK’ 则 表示 对 的 线性 化 算 子 。 以 下 也 常 有 类 似 的 情况 , 均 不 特别 
声明 . 

引 理 2 对 任意 的 函数 a(€, 7z, vo) MOE, v, o), 

T [a] 95 — T" [b] oa, 

因为 了 一 六 ,这 个 引 理 由 $1 中 命题 4 就 可 以 立即 得 到 . 

定理 1 Ho, r, 2) 是 (5-4-6) 的 对 称 ， 则 GTo( 作 为 
é, u 的 函数 ) 是 (5-1-1) 的 对 称 . 


~ 


to df ~ dg 


üEB “TLE 
证 明 dp dp ot oa 
oT ~ ~ ^ 
"ELT [oF To te 
_ ôT 


A: eg T" [o£ log +T [vt] oo 
de do 
(注意 了 为 一 线性 算 子 )、 另 一 方面 , 由 本 节 引 理 1 和 (5-4-5)， 
Kio = Kf G6 —(KoF)o 
-g (Pty E+ (T(Hw,))'G 
T ~ ~ NT 
i cot T [o] 9 (39 Ty) o 
+P IE) o (Hr) --To H'co v, 


= 


or ~, Ir~ v 1 lo 
=z tT [o] e (o £0 + Tex 
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+P [o] (Hr) t Po H't, 
由 本 节 引 理 2 

T" [v,£1] og — T" [c] o (wk), 

futile —-T" [o] (vv), 


于 是 就 得 到 


因为 < J& (5-4-6) HY XE Re, a — H'6 —6; 
所 以 ， A —K'o-0, 
o 是 (5-1-1) 的 对 称 . 
容易 看 出 ， 这 个 定理 的 逆 也 是 成 立 的 ， 也 就 是 说 ,若是 
(5-1-) 的 对 称 , 则 o= 了 TJ-1o( 一 人 TP-1go) 是 (5-4-6) 的 对 称 ， 
定理 2 O(c, i u) 是 方程 (5-1-1) 的 强 对 称 必 须 且 只 须 
d, v, v) - T-MT( —T-10TcoF)J (5-4-6) Boa xy f. 
证 明 ”由 本 节 定 理 1 o 是 (5-1-1) 的 对 称 必须 且 只 须 5= 
-tc 是 (5-4-6) 的 对 称 ; 又 由 
do = TET -10 =T (BG) 
可 知 , Do d (5-1-1) fos fub AB So 是 (5-4-6) 的 对 称 , 所 
以 ,全 是 (5-4-6) 的 强 对 称 必须 且 只 须 是 (5-1-1) 的 强 对 称 , 
定理 3 BHF Oo, t, wo)RduBE ED BRA, c, 
90) = 全 -1G7 具有 遗传 性 . 
证 明 对 任意 的 函数 f (m, t, u), gom, t, OUR FE, v, v) 
=f" f(=(Pf)oF), g-T-1, 
$'[6 f]g —9' [Gg lf 
= (LET), (THF T3 — (PET)! [Pbg\ TF 
= (LOT) [GFT g — LET) [6g] TF 
=T [BF] +T (GF ]g+TS(T-)' [GFT G 


Qt 


第 五 章 对 9 25 
—-T'[$5]97 —Té' [917 -TETY [Bgl Tf, 
ReH FER u Alo RK u Al o 的 线性 化 运算 .又 
OT flg —d"[g]f) 
=TOT (TET) TH TY ~ TOT) [Tg TF 
=TOT-*( (TOT), [FIT 9 — (TOT) [Gg] TF) 
=TOT (T [fl Og+T@ L7) + TÉ (Ty [Fry 
-7'[g]07 -TÕLGI F- TET) [9 TF), 
d TT -I flap 
(ry [OF] T = —T-o [BF], 
(P-Y [Bg] T = 一 全 -te 各 (BG), 
(n2) [Fj oT = —P oF" (F1, 
(T-V [J] T= T 5], 
以 及 本 节 引 理 2, 就 得 到 
@'(h flg—G' [Sg] f - 6(4Lf]g—d' (gif) = 
T(P (OF) 9 -P (8517? —& (3915 -EIF 6-4-8) 
根据 遗传 性 的 定义 ,定理 得 证 
定理 4 对 任意 的 函数 6G(&, r, Ob, v), 
— [Te, FH =T[a, b]. (5-4-9) 
(注意 , 等 式 中 李 乘 积 的 线性 化 运算 , A u, NE 0). 
证 明 (Va, TE = (Ta), (Pb) — (15), TE) 
= (rab - (TEV 
=I" (b1a-4- Ta/b —T' [alb—The 
AURA V SE 2, 
Tä, Tb] = Tab —Tl'a 
E —T(a, b], 
定理 得 证 . 
特别 , pam b E (5-4-6) Bi xp, WI Ta 和 Tb 3 (5-1-1) 8j 
对 称 ; (5-4-9) whee H Y (5-4-6) gl (5-1-1) BO AB RV IS Bc e A 
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之 间 同 构 关系 . 

根据 以 上 四 个 定理 ， 若 两 个 方程 闻 存 在 (5-4-1) 和 (5-4-2) 这 
样 的 变换 关系 , 则 可 由 一 个 方程 的 强 对 标 ( 或 遗传 强 对 称 )、 对 称 及 
其 李 代 数 导 出 男 一 个 方程 的 强 对 称 ( 或 遗传 强 对 称 )、 对 称 及 其 李 
代数 , 从 而 可 以 把 对 称 的 研究 分 类 . 所 以 ,上述 定理 有 着 广泛 应 用 . 

4.2 有 关 变 换 定理 的 应 用 i 

pji1 MKdV 方程 


Pt 一 Durr ~ BP ps (5-4-10) 
45 KdV 方程 ` 
Us = Urea t OUa (5-1-7) 
之 间 存 在 著名 的 Miura 变换 
U= pr— 9. 
事实 上 , 直接 计算 就 能 得 到 


Ut —Ugae — Buu, 


=m op? 
LIS. (D- 29) (pi 一 Varzre 十 6p^p,) ; 
FE, T -D 2g, 
已 经 知道 KdV 方程 有 一 个 遗传 强 对 称 
, Ø= D*+ du 2u, D-t 
以 及 两 组 对 称 
K,—0 KR, Ko™ ug, n=0, 1, 2，…， 


Ta = D", t= Site, n=0, 1, 2, -e 
do GOD uu-+2u,D-1) 0 (D—-2p) 
= (D*--A(p,—9?) +2( Pee - 299) D) (D -- 2p) 
= D? — 49? D — 29D? —12pp:+ 8p? —4p,,D ^g + 899,D—9, 
(D—29)^ (D? —4e? — Ap,D7 9) 
= D? —8pp: 45D —AD(o,D^!g) —29D* 
T 89)--5pp.D o, 


第 五 章 对 m 
以 及 D(o,D71o) = preD p+ 9o;, 
就 得 到 DoT =T o (D? — 4p? —4p,D7 9) 


根据 本 节 定 理 2 803, 
B= D! — Ag? —Ap,D7!g 


是 MK AV 方程 (5-4-10) 的 遗传 强 对 称 


应 用 本 节 定 理 二 又 可 以 由 KdV 方程 的 两 组 对 称 导 出 MKdV 


方程 的 两 组 对 称 . 
R= R = TiK,, n=0, 1, 2,..., 


Ta = "T= Tr, n=0, 1, 2, “5 
Ky=T 7K = (D-2p) 7, 
-(D-29) (D--29) pr = Pe, 


To= (D— 2) ( Bitat- +) 
= Bid, 5 (D-2p) -1 
= tpg t+ i g?D-'v[)-1g-3D-'s 


747 (D —29) 7! (8tu-- 2u4- ruz) 
= 3ig;,+ pvp, 7 Tin, 


进一步 由 本 节 定 理 1 和 定理 4 就 又 能 立即 得 到 EK, M Ta (= 


0, 1，2,… 少 满足 的 李 代数 关系 
(Kn, K.1=0, 
[En Tl = (22m 1) R minis 
[ Tm, Ta} = 2 0 nN) Tn; weds 
(m, m= 0,1, 2, es, R_,=0=7.4), 
例 2 PMKdV (Potential MKdV) 方程 
Ur Vere — 2U5 
可 以 由 MKdV 7; f& (5-4-10) BBB 3] 
9: — Perat 8p) p, 


(5-4-11) 
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ee 


e p (o — Urra t 20? ) 
可 见 ， T=-D. | 
于 是 , 应 用 本 节 中 的 定理 就 能 得 到 PMKdV 方程 (5-4-11) 的 一 个 


遗传 强 对 称 
B=D-1(D Ag? dpsD-1g)D 


=D—4A0 Av Due 
= D? ~4y,D-v,D, 
以 及 两 组 对 称 及 其 李 代 数 ， 
K,-d"K.—T-E, n=0, 1, 2, +, 
t= Pto T, n=0, 1, 2, +e, 
Ko=T-Ro= ve, 
Tom TT, = Biv, i D^i(g*D-^e-95. 
t= TF, = Bto wo 
[K,, K,] =0, 
[K m, Ta] = (Qm+4) K pasci, 
(tm, Tn] - 2(m —n) T4 ui, 
(m, n=0, 1, 2, =, K 4-0-— 1-1). 
. 88 GKdV 方程 E 
Us = ures t buus + Bf u-+ a (f! —12f%) (5-1-10) 
(FE 的 任意 函数 )， 在 第 一 节 中 已 经 提 到 , 它 是 KdV HEH 
OM OKA Jig (f 一 1 ) 的 统一 和 推广 令 


pera , . 
u=xf +gv, g=e (yg =12f9), (5-4-12) 
1 a 
£-zg?, T -人 dt, . (5-4-13) 
La ar 3 I a 
则 有 umo f'--12 fg g*v,-F 6rfg?v,, 


us fgg, 
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ese = 9? Urt 
从 而 得 到 
Ut = Ugar — Uue — Efu — w (f! —12f^) 


一 g? (9, — Vege — Óvog), 
my, (5-4-12) 和 (5-4 13) 给 出 GKAV 7j f (5-1-10) 8] Kd V 7j 
f£ v, = Vege t Óvo, 的 一 个 变换 ; 这 时 ， 


应 用 本 节 的 定理 就 能 得 到 GLA 方程 (5-1-10) KRE EHK 
B= — (D*+ 4(u-af) +2 (0, — f) D7) 
FIBI XH. 


K,G^ Es n=0, 1, 2, +, 
q,7 "ry, n=0, 1, 2，…， 
H 

Jg (ue 一 力 ， 

_ 1 
w= P (Erv +5) 


~3( Jota) Fe We~ f) L, 


Ko=Tv,= 


360 MFRS E 


以 及 它们 满足 的 全 代数 关系. 
l ER ne Ka] =O, 
[K m Ta] = mH K minis 
[94. Ta) — 2 (m N Tmint 
(m, n=0, 1, 2, 4 K 470-7), 
pa 3; kdV 方程 
U= Bt (Usas t 8uu,) + .rust- Qu 
( 左 端 为 KAV 方程 (5-1-7) 的 对 称 00. e 


ue p, 


eue. vie 一 


UU 


WE ay = e-h xe? te Bita 
Ug 一 et Ve, 
User =O Vege, 


从 而 得 到 Vy — Bt (Daez TOUY a, -2u 
= Ste! (o, — Cere — 6v), 


(5-4-14) 


(5-4-15) 
(5-4-16) 


可 见 , (5-4-15) 1 (5-4-16) 给 出 浙 KAV Jj E (5-4-14) 8] KdV Jj 


程 的 变换 ， 这 时 


D,=e"D, Di -eD^, 


并 应 用 上 述 定理 就 得 到 新 KdV 方程 5-4-14) 的 遗传 强 对 称 ， 


P = 67" (D+ Aut 2u4D7*) 
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FWA AT 
K,=@'Ko, n=0, 1, 2, +, 
T= D" y, 90, 1, 2, os, 
Keo-Trv =e ue, 
"E, (rrt i) 
=g” (Biu 一 we i) 
以 及 它们 满足 的 李 代 数 关系 ; 
(Ks. Ky] =0, 
CA, m] = Qn DASS, 
[Tm Tr) = 2n —1 Ty 11, 
(m, m=0, 1, 2. 4, Ky=0=7_,), 

不 礁 看 出 ， 订 节 中 各 定理 对 高 维 的 演化 方程 也 是 适用 的 ， 下 
iL, K-P 7/8 5)" X. K-P HEA Modified K-P FBZ [s] tote 
换 关 系 为 例 说 明 . 

例 5 广义 K-P 方程 

uum gD tyy — Uere — Guus — Bf u~ a (f’ — 12f) 
(f 为 t AE a HEC g m e[ 770 3E K-P 方程 
Up = Duy Vere ~ Gulp 
(f=0) AE: K-P Fe 


_ 41 - u 
= EEEH D Uy — Ugeg -一 Guus- “SE 


U, 
(fo - 4 ) 的 统一 和 推广 ， 令 
dat /7 bi 
[iaret 
umrfogr, g—&€ , (5-4-17) 
1 


£y, vo |g"? di, n=y, (5-4-18) 


IM ay te PD yy t Veee + Cue + Ofu-i- Cf! —12f?) 
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=g? (v, — DF Opt Vere +6005) , 


可 见 ，(5-4-17) 和 (5-4-18) 给 出 广义 K-P HRE K-P Jj EAE 
换 ， 这 时 ， 


由 上 一 节 中 有 关 K-P 方程 的 讨论 , 应 用 本 节 中 的 定理 就 能 得 到 三 
X K-P TES RE 


Kong To= (ua f), 


K - Twv, E 


K= gi (gD uyy — uzee — Suu, d- 6fu+ 6rfus — 6f?) , 
| Kam g^ (FPD te — 8 (ua f) Du, —16(u— afa), 
vo Ko |g? dt 一 «e 
wi, [ghti-- yKo, 
3 1 2 
tam Kafo dt+yKi+ 29? Kot 2 (of), 
H 1 H 
747 K; Io? di--yK ,4- ag? K 4 = 9^ D^u,, 
Ky (Ky, T3], n>3, 
3 1 
t= E, |g! dt--yKs- 29? E; 


+ (2D Uy — Aus, — 8(u — uf)? 
—2(u, —f)D7 (u—«f)), 


8 
T, x3 [ta-1, ta], n> 4, 
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以 及 LE, K,] =0, 


CE, Tal 一 mil K msn-a, 


[v5, Tr] = A Tm hn 一 32， 
(m, n=0, 1, 2, 4, Ki=0=%,, 4 4<0), 
例 6 Modified K-P(MK-P) Jj f& 
9,7 D^ Pyy — ut 6g*p, 24/3 geD-'p, (5-4-19) 
AL K-P HE 
| Uy = Do yy — Uzan — uu, 


经 推广 的 Miura RR 
a i 
U= p.p De, 
^S 


得 到 Us — D^ !uyy- Upon t Out, 
U= Pp -Pt z- Dp, (2- 2p + 一 E» 
2 Ne a 
x (gy —D7!gy,-- Pers — bp pt 2 NB pu D^), 
d 
(D,= a 可 见 
1 
P=D-2p+— D^ 
p+ J$ D^, 
应用 上 述 定理 也 能 从 K—P 方程 的 对 称 各 李 代 数 得 到 MK-P 方 
ix Romas m. 
nda, 1 a l pap? 1 
ET us 3 (D-20+ vg P *D,) Us uw Pe, 
2 ma, 2 1 - _2 
K-37 uF (D~-29-+ — DD) y= F 
Ka= T- (Duy, — Usea — 0ut,) 


- (2-39 —- DD, ) ED 
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EN 2 1 1 -1] )G d 
n7 (D -29-—— DD) (32-4) 


=K ess DD) 1 


NE Ts], n>2, 


n= z — á3Àás [Th T3 |j. nerd, 
以 及 [K,. K,] =0, 
[En v] = mEt 


Ta F 


K, tn-25 


3n — Nn 
[tn, Ta] = 一 本 一 Tinen-2y 


(m, n=0, 1, 2, +; Ki=0 =r; 4 à«0), 
在 这 里 我 们 磁 到 了 一 个 技术 性 的 困难 ,在 E, 和 vw 的 表达 式 
中 有 时 难于 将 全 用 更 好 的 形式 表达 出 来 ， 虽 然 我 们 已 经 制定 了 


原则 ， 
本 节 中 定理 的 应 用 范围 还 可 以 进一步 扩大 .例如 对 未 知 量 为 
向量 函数 的 方程 . 


从 流 形 论 的 观点 来 君 对 称 ,会 有 助 子 我 们 对 它 的 理解 .把 (zw， 
t, VB EET HUE LINAS, ERLIE um u(o, 介 可 以 
TE EZ RUE ERIR ISP, ES o M Rp EL JE s s MEM T E x 
A B T8] RE] 75 23 /] AE Be, 即 一 “向 量 场 : ETIN 换 则 是 对 应 
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于 向 量 场 的 “ 流 ”.， 因 此， 考虑 对 称 的 换 位 运算 以 及 其 李 代 数 性 质 
也 就 十 分 自然 . 

变换 F, (E, v, v) (m, t, w)BDDITSREONSIUE ER] ERE 
换 ”, 或 流 形 到 流 形 的 “变换 ”,T= F 则 是 相应 的 切 变换 。 它 “保持 
向 量 场 以 及 李 乘 积 ， 这 就 是 在 本 章 8 4 中 得 到 的 有 关 结 论 ， 强 对 
MO 作为 作用 于 向 量 场 上 的 线性 变换 , 它 的 变化 规律 自然 就 是 经 
过 了 的 相似 变换 .这 样 ,所 有 的 结论 便 一 目 了 然 . 

当然 ， 有 关 演 化 方程 的 研究 也 绍 儿 和 何 理 论据 出 新 的 课题 ， 科 
学 研究 也 正 是 这 样 发 展 的 中 ， 


QD 原 新 身 和 刘 启 铭 同 志 曾 况 读 本 章 书 太 并 提出 了 不 少 宝贵 意见 , 作者 对 他 们 表 
TES. 
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81 Lax 意义 下 的 可 积 系 


经 典 力 学 中 著名 的 Liouville 定理 ( 见 本 章 末 []) 指 出， 一 个 
自由 度 为 % 的 Hamilton 系 ,车 具有 % 个 互相 对 合 的 首次 积分 ， 则 
可 写 出 系统 运动 轨迹 ， 即 解 的 明显 表达 式 来 ,对 于 无 限 维 
Hamilton A, 情形 复杂 得 多 , 无限 多 个 彼此 对 合 的 首次 积分 之 存 
在 性 , 并 不 足以 引出 解 的 显 式 来 , 因此 对 无 限 维 可 积 系 , 迄今 没有 
一 个 确切 的 定义 . 

近 二 十 年 来 , 孤立 子 理论 的 兴起 , 对 无 限 维 Hamilton 系 的 研 
究 给 予 了 极 大 的 推动 ， 一 些 具 有 广泛 应 用 背景 的 非 线性 偏 微分 方 
程 ， 及 场 论 中 的 一 些 基 本 模型 (前 者 如 Kd V 方程 ， 后 者 如 自 对 侦 
杨 一 Mills 场 )， 已 证 明 可 以 找到 它们 的 一 列 无 限 多 个 互相 对 合 的 
首次 积分 , 并 已 找到 了 它们 的 一 类 丰富 多 采 的 称 为 孤立 子 的 特 解 ， 
这 类 方程 具有 许多 美妙 的 代数 与 几何 性 质 ， 其 中 最 根本 的 是 它们 
可 以 写成 一 对 线性 问题 

d. - Ub, dj; - Vib (6-1-1) 
的 可 积 条 件 oe = pie, BED 
U.-V.+(U, V]=0, (6-1-2) 
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其 中 [7 VI-UV -VU EREU 和 的 交换 子 ，(6-1-1) 式 中 


方程 由 一 U0U 业 常 可 改写 成 y=》 池 形式 ,其 中 工 为 某 个 线性 算 子 ， 
和 为 谱 参 数 ， 此 时 , (6-1-1) 式 常 记 成 


Tuy dp, b= Ad, (6-1-8) 
它 的 可 积 条 件 在 等 谱 ( 即 一 0) 条 件 下 为 
L=(A, 1], (6-1-4) 


这 一 方程 称 为 Lax 方程 或 Lax 表示. (6-1-2) 5 (6-1-4) 75 dp 2X 
性 方程 的 两 种 不 同 表 现形 式 ， 基 于 孤立 子 理 论 的 成 功 ， 我 们 称 一 
个 可 以 写成 (6-1-2) 或 (6-1-4) 形 式 的 方程 (或 场 论 模 列 等 ) 为 Lax 
意义 下 的 (完全 ) 可 积 系 . 

” ”由 上 述 定义 ， 可 积 系 理论 中 的 核心 问题 是 ，(i) 给 定 一 个 非 
线性 方程 ， 判 断 它 是 否 可 积 ， 即 寻求 它 的 Lax 表 示 (6-1-4) 或 
(6-1-2); (ii) 找 出 尽 可 能 多 的 可 积 系 , 亦 即 寻求 尽 可 能 多 的 0,V 
3X L, A, fi (6-1-2) (6-1-4) 表现 为 一 个 有 意义 的 方程 ， 问 题 CO) 
的 求解 非常 困难 ， 人 迄 今 较为 成 功 的 是 延 拓 结构 法 ( 见 本 章 末 [ 引 )， 
应 用 时 需 作 大 量 计 算 . 1985 年 , 谷 超 豪 , 胡 和 生 ( 见 本 章 末 [3]) 基 
于 曲面 论 中 的 基本 方程 提出 了 一 类 方程 的 可 积 性 准则 ， 是 这 一 方 
向 上 的 一 项 重要 进展 .问题 让) 的 求解 同样 十 分 困难 ,在 看 之 下 ， 
似乎 随意 选择 一 对 U, V RL, A 都 可 引出 方程 (6-1-2) 或 
(6-1-9, EXTA. 1829 (6-1-2) 4 (6-1-4) BO, V. (R L, A) 
中 所 含 “位 势 '( 即 非 线 性 方程 的 应 变 元 ) 的 一 组 超 定 方程 ， 在 很 多 
情形 下 ,或 者 无 解 ,或 者 只 有 平凡 解 , 即 恒 为 零 的 解 . 

本 文 介绍 如 何以 Kac-Moody 代数 为 工具 ， 系 统 地 构造 Lax 
方程 (6-1-4) 的 方法 , 这 一 研究 方向 是 1980 年 前 后 发 展 起 来 的 , 已 
引起 了 国内 外 学 者 的 极 大 兴趣 , 有 诱 人 的 发 展 前 景 ， 

为 了 便于 不 熟悉 李 代 数理 论 的 读者 阅读 起 见 ,我们 在 下 面 $§ 1 
节 中 简要 介绍 Kae-Moody 代数 的 要 点 ， 然 后 在 $2 及 83 中 分 
别 介 绍 这 一 方向 上 的 两 项 重要 工作 ， 即 Ipmsderer 5j COKOA03 的 
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广义 KdV 方程 理论 及 Sato, Date 等 人 发 展 的 7- i3 7r 1E. 在 
84 中 , 简要 介绍 了 这 一 方向 上 的 其 它 工作 ， 特 别 是 国内 学 者 的 工 
fF. 

本 文 并 不 纯粹 是 列 述 他 人 工作 的 综述 文 ， 在 $3 节 中 加 入 了 
我 们 对 可 积 系 及 其 守恒 量 构成 的 一 种 方式 所 作 的 归纳 (命题 4~ 
7); 在 $4 中 ,由 于 Date 5$ AB JR OC ne MET, 我 们 在 引述 时 作 了 
一 些 改变 ， 例如 在 引出 关键 的 双 线 性 等 式 (命题 6 时 ， 我 们 给 出 
了 引出 这 一 等 式 的 引 理 的 组 合 学 证 明 ( 命 题 D) , FET NewelL( 见 
本 章 末 [4]) 认 为 “很 难 理解 "的 原文 以 5- 函数 为 工具 给 出 的 证 明 ， 
并 给 出 了 函数 所 满足 的 方程 的 明显 形式 (6-4-66), 等 等 。 


$2 Kac-Moody 代数 简介 


2.1 BERK A, 

如 所 周知 ,矩阵 乘法 是 不 可 交换 的 ， 当 A, B 为 两 个 % 阶 矩阵 
时 ,一 般 而 言 ABABA, Rijs 

[4, B]= AB—BA, (6-2-1) 

BAR 4 与 B 的 交换 子 ， 容 易 验 证 运算 [, ] 有 次 之 性 质 : 

(1) (反对 称 性 ) [4, B] 一 一 [B, A]; 

(2) ( 双 线 性 ) [aA+bB, 0]=a[4, 0]+b[B, O] a, bEC 
(此 处 及 下 面 C 表示 复数 域 ); 

(3) Jacobi 等 式 ) [A, [B, C]]1-- [B, [O, A]]-- [O, [4, 
B]] -0, 

将 上 述 运算 予以 推广 , 便 引 出 次 之 定义 ， 

定义 1 设 和 为 C 上 线性 空间 ,车 对 任 两 元 xz, ye, RAK 
定 的 元 [w, y] €O 与 之 对 应 ,使 得 运算 [w, y] FUIS EX AKTE, 
We OAC EKERI, 并 称 [z, y) e 5j y 的 交换 子 ， 李 代数 
O 的 基 与 维 数 ， 即 作为 线性 空间 的 基 与 维 数 ， 若 对 任 两 元 zy 
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€ G, HA (s, y]=0, WK G AMAR RE, 
对 名 的 两 个 线性 子 空 间 GM, 我 们 记 

9Qj4-9t— (z--y|z€ 9t, yc Rt}, 

[M, N] = ([o, y] lnc 9, y€ 9], 
车 名 的 子 空间 G, AAEM, (G1, G,] CG, MH O 为 G 的 子 代 
3G HG, 6]CO, MWK @ 为 G HMM, BO 中 不 含 非 平凡 
不 可 交换 的 理想 G (AD G,% {0}, G, EE YES, y € G7 [o, y) 
#0), WHS HREM, 4S 可 分 解 成 单 李 代数 O MEMS 
=G:0---O8,, 且 每 个 Gi 7g G 的 理想 , 则 称 @ 为 半 单 李 代 数 . 

C 上 单 李 代数 的 分 类 已 获 彻底 的 解决 ， 计 有 A, B, O, D, 
Ke, Er, He, Fa 5 Gate, 下面 以 4 为 例 作 一 说 明 . 

C bn Baths FREES (6-2-1) 构成 李 代数 ， 记 作 
gn, C)， 玄 的 子 代 数 浆 为 香 阵 李 代数 或 线性 李 代 数 ， 这 是 李 代 
数 中 最 为 重要 的 一 类 , MARY LH, 它 包 括 了 所 有 有 限 维 李 代 
5. 

AE FUR 41( 又 记 作 总 (2, C) ) 是 最 简单 的 一 种 线性 李 代数 , 也 
是 孤立 子 理论 中 用 到 最 冤 的 ~ 种 ， 它 由 全 体 迹 为 零 的 二 阶 阵 组 成 


它 的 一 组 基 为 


e( ete 2) 


容易 计算 得 它们 间 的 交换 子 为 
[E, F] - H, LH, E] -2E, [H, F] - -2F, (6-2-2) 
一 般 Al Ride si(i-- 1, C)) xg X 
A (X| X €sl(l--1, €), trX=0}, 
这 里 trX = TX RRB X= (X a, BA, A, 的 维 数 为 (1 十 
1)?-1, 它 的 一 组 基 为 
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Ky (è, g=1, 2, =, b+1, 649), (6-2-3) 
Hi= Ei Hog, Ha= Bes— Hs, 0, H,= By Brisas, 
其 中 B= (Ond RAS 4 17, 7 列 上 为 工 余 为 0 的 阵 . 容易 验证 ， 

LES, Ky] = ÒE a OuB:.. (6-2-4) 
EN 及 1,…, AA, METER A 中 的 一 个 了 En 
LETRA b, 它 由 迹 为 零 的 对 角 阵 全 体 组 成 ， 设 } I 
性 空间 ) 的 对 侦 空间 , 定义 eE 3 下 
Le, diag (a, ++, d)» a, (6-2-5) 
OHAR FEKS, o> Rw > 表示 线性 泛 本 JE 做 在 元 xcb 上 
的 取 值 (2))， 进 而 令 
oj 一 Si 一 Si (=l, =, D 
则 os, +++, om Fa n 中 的 一 组 基 ， 我 们 记 阵 
A= KH aY). (6-2-7) 
由 定义 <e Hid = dy, 易 见 
Hi, a> = Bis~— Hirairi, €)— 8). = 


= 28; == 3, at = Si Zn 


(6-2-6) 


3 


因此 

[2 -1 0 0 0 0 0] 

j -] 2 -1 U (E Ü v | 
0 -1 2 >t 0 0 OQ! 

A= 

0 0 0 0o 2 =l Oj 
0 0 0 OO -l ù -1 
0 


0 0 0 ws 0 -1 2 | 
(6-2-8) 
此 阵 A 称 为 地 代数 A 的 Cartan EEG D- 185, A= (2), Hulk 
可 见 , A= (4;) 具 有 次 之 性 质 ， 
(1) 44-3 
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(2) Ay GAD 为 非 正 整 数 ; 

(3) Ay=0=A;,=0, 
此 外 ,还 可 验证 A, 的 Cartan pi (6-2-9) 的 另 一 重要 性 质 ， A 的 每 
-ETR (包括 4 自身 ) 的 行列 式 都 大 于 零 ， 换 言 之 ,44 XFER 
AP, Å 非 奇 , 即 4 的 秩 数 等 于 区 记号 A 的 下 标 T 


即 反映 了 这 一 事实 ). 
引用 了 , 可 将 名 = A, 作 如 下 直 和 分 解 ， 


6 -br(GCE) |. (6-9-9) 


这 一 分 解 相 当 于 将 迹 为 零 的 阵 分 解 成 对 角 阵 与 对 角 元 为 零 的 阵 之 
今 记 
Bi= Bia, Pi= Birt G=1, +, D, (6-2-10) 
m h (672-4) 3$ 
LK;, PF = E sad; Ej] =ð; (Eu Eia), 
H (6-2-3) Rp44 
[E; F] =3,H,, (6-2-11) 
此 外 ,我 们 还 有 
(adE)17*08,—0, (dF) P=0 (649), (6-2-12) 
这 里 (gd4)B=[4, B], Stk b, 514—922, Ay =O, ie 
(ad E)! ^" E;— (ad E) E;-[ES Ej-— [E iss, Engl 6; 
Wj] =1 Bt Aam 一 二 从 而 
(ad E *» E,- [E,, [En Bj))= LE... [En Bss]) =0, 
容易 验证 ,对 I cb. IH ~=diagla ss aD H 
LH, Ej = [ ` ES Huisa ] = (a; — G41) Ki, 
By (6-2-6) RP W, 


祖 仿 有 


[Hy, E) -CH, aE, (6- 2-18)+ 
[A, Fl = —«H.a»Fi (6-4-183) 7 
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一 般 容易 验证 [A, His] = (a; — aj) Ey, 故 
(H, Eg] =<A, at aiio E, (63), 
(6-2-14) * 
[H, Ejl= —€H, atait bo ES ($73). 
(6-2-14) - 
我 们 称 mi，…，o 为 李 代数 A, 的 素 根 ,并 记 
à-3 Zai Q= Y Zo, 
(此 处 及 下 面 加 表示 整数 集合 , Z. 表示 非 负 整数 集合 )， 对 w= 
ShaEQ, 记 
hia — M, 
称 为 w 的 高 ， 又 记 
B= {sE &|[H, X] -4H, òX, VH Cb) 
称 为 附属 于 «的 根 空间 ， 当 Cs 含有 非 零 元 时 ， 称 w 为 根 ， 由 
(6-2-14) * 可 见 ， 
CE,, (63) , ABB T a= utante toa 的 根 空间 ， 
CE;, (73) , AMRF a= — (ost 7074) 的 根 空间 . 
并 不 是 Q 中 任何 元 都 是 根 ， 例 如 ， 可 以 证 明 ka (hE Z, be 
土 1) 必 不 是 根 , 又 如 a 一 ou 一 og 也 不 是 根 , 亦 即 不 难 验 证 
LH, X]=<H, e,—o X, VHC bx =0. 
—Rt, WEARER A E ER o— Za, BAR nRa 
EZ, WAR 6-2-9) 及 CE, 为 根 空间 这 一 事实 , 我 们 得 到 
@=A, HAT Cartan 分 解 
6=bD( OH) -DO CD @ 6, 
aca BEd: «€ å- 
(6-2-15) 
其 中 4, 4 ,了 分 别 表示 根 ， 正 根 及 负 根 的 全 体 ， H (6-2-16) X. 
可 推 知 4 中 最 高 ( 即 hia 最 大 ) 的 根 为 
f= 04-0 + 0$, (6-2-16) 
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它 的 根 高 为 &88 一 六 HV BOAR E A A CB, 


注意 到 Amm € 6, = = CE, 
«€ Ap 
= 出 名 = @CHy, 
ag d- 


分 别 为 严格 上 三 角 与 下 三 角 阵 全 体 ， 故 分 解 式 (6-2-15) 无 非 是 将 
阵 4 分 解 成 对 角 阵 , 产 烙 上 三 角 与 下 三 角 阵 之 和 的 一 种 表述 方式 。 

容易 归纳 证 时 

[Es Eia, ts Bei ES UF, Fy, oe, FO = F jas, 
《此 处 及 下 面 fi i LX o ees Xj "EÓXS [Xa ns Pcr Xj] 
-]D;, Ab, e ECH) TE E F (经 由 交换 子 运算 ) 生 
成 ， 于 是 整个 李 代 歼 A H IDERE E, Fik Hisl, ---,D 
ÆR. H (6-2-11), 2-2-12) t (6-2-18) Aii, 这 些 生成 元 间 的 交换 
子 关 系 为 

[H;, E =0, [E FP] -54H,, 
(Hi, Ej] = A;E,, (Hi, Fj] = - AgF ;, 
(ad E,)1-*^E,—0, (adF))-^"F;—0, (035), 

HEB (Ay) X A, 的 Cartan BE (6-2-8), 

在 经 典 李 代数 理论 中 ， 证 明了 任 一 半 单 李 代 数 中 均 可 找到 具 
有 上 述 性 质 的 一 组 生成 元 . Kae-Moody 代数 正 是 从 一 组 类 似 的 生 
成 元 入 手 建 立 起 来 的 . 

李 代数 ÖA EHEH ARINEN ATEN 
线性 形 ( 称 为 Killing-Carian J£); 

(X|¥)=tr( XY), X, YEG= Ay, (6-2-17) 

不 难 证 明 CX | Y) RATER: 

DARE) (XP) =(7 |X), 

(D) (RRE) @X+bY |Z) -a(X12) - (Y 12), 

a, bcC, 
(8) (不 变性 ) (LX, Y102) - GEL, Z), 
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Jt (2JES AIO, (D) 与 (3) 是 迹 的 性 质 ir XY) = tr (Y A RU 
接 推论 . 
2.0 仿 射 李 代数 AP 
本 节 我 们 着 手 将 有 限 维 线性 李 代 数 包 = 4, 扩充 成 无 限 维 仿 
St (affine) 李 代数 O= A, 
扩充 的 进一步 是 构成 轿 (loop) 代 数 工 (@)， 
L(G) = LOG, (6-2-18) 
其 中 L-C(, X) 
={ X eMe € C, AREA eu 0) 
为 CE》 f Laurent SHRM AIK, L(G) A" 9X (X € 9) 
线性 组 合 
L(G) ={X (a) 1X Q) 
= D XQ, KEG, 仅 有 限 多 个 X, EF), 
LG) 中 元 的 交 痪 子 关 系 为 
ADX, MOY] =" OLY, Y]. (6-2-19) 
实际 上 ， 厂 (名 ) 可 以 看 成 是 分 量 为 和 的 Laurent 多 项 式 的 色 = A, 
PRR, 在 孤立 子 理论 中 , 由 谱 问题 =U (s, Neb 3| n i 
化 方程 族 时 , PEU (s, X) Scb EMC LS), 此 时 是 作为 谱 参 
数 出 现 的 . 
Ò= A, 上 的 对 称 不 变 双 线 性 形 可 以 扩充 到 L(G) 上 去 ， 
AMP) = aren |F), (6-2-20) 
扩充 的 第 二 步 是 在 工 (@) 中 加 入 中 心 元 (conter) c 而 扩充 成 
艺 (的 ) ,这 一 步 称 作 中 心 扩张 
7(G) -L (& (Ce, (6-2-21) 
LG) 中 元 的 交换 子 关系 为 
ADAX, OP =A LX, Y] Os Lu o(X | Y)0, 
(6-2-23) 
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(e 5j LG) 中 所 有 元 的 交换 子 为 零 )， 容 易 验 证 、 上述 定 义 的 [, ] 
满足 Jacobi 等 式 , HAAR RRR, t TG) KF (6-2-22) 8] 
成 李 代 数 . 

为 了 构成 一 般 的 仿 射 李 代 数 ， 我 们 还 需 作 第 三 步 扩张 ， 即 在 
L(G) MASS 4=Xd/d% Wit HMR LG), 但 在 8 2.83 中 我 们 
只 用 到 这 ( 久 )， 故 在 此 不 作 细 述 ， 在 $4 中, 我们 将 回 到 这 一 步 扩 
张 中 来 , thee LAD doe AY, RAHA, 


44 
eo — AGO Riri,1, fom A HE: 144, 
ho-e— NU. hy ADH, (—1, 9, D, — (8-2-28) 
e; 169 E,, f, 169F,, (bom 1l, e, D. 
并 记 

$- ba Ce, (6-2-24) 
b 上 的 线性 泛 K wm( 见 (6-2-6) 式 ) 可 以 扩充 到 © Lb, 只 须 补充 定义 
(m, 9-0 G=1, = D, (6-2-25) 

最 后 令 
ao 一 一 和 (6-2-26) 


RÈ, SBIR DCAD BI S0--1) 4366, fo h(6-0, 1, 
… D, RI+I PREZ o 01, e, 0, 与 A pE, 我 
4185 124-1 阶 阵 

A= (<hi, a> )13-0 
Jg APP 的 (广义 )Cartan 阵 ， 由 作法 可 见 , 它 是 从 A 的 Cartan Ki 
添上 第 0 行 与 第 0 列 而 得 ， 此 时 ， 


了 


<ho, 05 = (e 一 > H,, — > a; = xa. a> 


= (4 中 元 之 和 ) = 2， 
相仿 容易 计算 得 当 7 > 工时 ， 


Qi, ape — 3H, a= = (Å h j EZM), 


278 ”性 立 子 理论 与 应 用 


<hi aad = -X ls, 只 = 一 他 中 第 放行 元 之 和 )， 


由 此 推 知 AL? 的 广义 Cartan 阵 为 
2 -2 
A-| 3 9 p 1—1; (6-2-27)* 
[2 -1 0 0 -1] 
-1 2 -i= 0 0 
0-1 2-5 0 0 
A= eee woe 
0 0 0 2 -1| 
l-1 0 0 -i 2] 
r 2 -1 0 0 —1] 
5 
0 - 
=| i , b>, (6-2-27) 
0 | 
| —1 J 
由 作法 可 见 ,4 的 第 0 行 是 其 余 各 行 之 和 反 号 ,因此 
det A=0. (6-2-28) 


注意 到 4 的 7 阶 主子 式 生 非 奇 ， 因 此 4 的 秩 数 仍 为 I， 不 难 证 

朋 , 4 的 任 一 真主 子 式 大 于 零 . 
我 们 进而 证 明 , ho e; fG=0, 1，…, DAKATARI 

H, E, 与 F,, 即 成 立 

h hj] =0, [e, fj] 8h, (6-2-29a) 
thi, ej] = ayo [hi, fj] = —auf;, (6-2-29b) 
(ade))!-*«e,— 0, (adf))-*:f,—0 (449), (6-2-290) 
LAG, 3—0, 1, +, 5; A= (a4) 为 广义 Cartan 阵 ， 注意 
$)34 i, 7 关 时 (6-2-29) 式 即 H,, En F ARRA, KRAN i, j 
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之 一 为 0 时 验证 (6-2-29) 式 即 可 .我 们 取 两 种 情形 为 例 验 算 如 下 ; 
[eu fol = [AG9.E, 3,1, NDP, a] 
~1@ [Buss Bri) + Has! Eru) 
— 169 (Ey ia Er) +r (Enin) 
= — (hit eth) +e = ho; 
(adeo)*~ 61 = (adeo) ?e1— [eo, [60, 61]] 
= [A69 E, 4,309 E14, 2] 一 0. 
2.3 2 Cartan 阵 及 其 分 类 
基于 上 一 节 对 AP 的 讨论 , 我们 引入 定义 : 
设 4= (a5) 73 n Wr AB PE, ER TOi E SEE. 
(D ay=2, t=1, +, m 
(2 ay 为 非 正 整数 ,8 关 广 
(3) a,j;=0=a,=5, 
则 称 4 为 广义 Cartan EE, 又 若 存 在 A 的 行 与 列 的 同一 次 序 的 


A, 0 
YA, AGERE | \-A@ds, 其 中 A, A 
d a 


A 
为 方 阵 , 则 称 A TT AES. 

由 定义 可 知 ， 任 一 广义 Corban 阵 总 可 经 行 与 列 的 同一 次 序 
ZEB AD AO DA, 的 形式 ,其 中 每 个 4; 均 为 不 可 分 解 
的 广义 Cartan Bg, 3x26, 广义 Cartan 阵 的 分 类 归结 为 不 可 分 解 
广义 Cartan 阵 的 分 类 ， 对 部 ,我们 有 

定理 EAKATE X. Cartan 阵 , 则 4 属于 且 只 属 
于 下 述 三 种 类 型 中 的 一 种 . 

G)FINCHBR. A 正定 , 即 4 的 任 一 主子 式 大 于 零 ， 此 时 
FETE u>0, 使 得 Au0; 

GDAFF(ESDH A 的 所 有 真主 子 式 大 于 零 , 但 det 4=0, 
此 时 必 存 在 u> 0, 使 得 Au= 0, 

GUDIND( BADR, FE u>0, 使 得 Au<0, 
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这 里 我 们 约定 当 向 量 "= (0s o o0 的 每 个 分 量 w>0 时 , d 
fEv>0, 2<0 的 含义 相仿 . 在 本 节 中 我 们 提 到 4 为 FIN, AFF, 
IND 型 时 , 均 已 假设 4 为 不 可 分 解 的 . 

关于 此 定理 的 证 明 , 可 见 Kao 的 专著 ( 见 本 章 末 [四 ), 但 Kae 
给 出 的 证 明 中 引用 了 线性 不 等 式 论 中 的 一 条 基本 定理 (Gordan 引 
理 ), 且 有 几 处 细节 未 交代 清楚 , 最 近 , ME RRR (CD) in T 
这 一 分 类 定理 初等 而 直接 的 证 明 . 

设 4 为 HIN 或 AkE 型 (广义 )Cartan 阵 ,由 于 


| 4s i12 4 | 

. aM Qi; : Gij 
A(t, j)m: —- E 
Pda d; i Gi 4 | 


AAW EPR, 故 由 设 AG, 力 产 0 推 知 agnus d, 此 时 我 们 
按 下 述 方式 构造 4 的 Dynkin W S(O 如下; 
BEER bin nh t,o, Un, Hn DRE 4 的 阶 数 , 然 
JE AR 43 与 (天 站 之 间 按 如 下 规则 连 线 ， 
v i 


(DD n ) 


Bil6e-10D eg 1s] =]; 
图 6-1(2) Ei a> au], H leo| 7-1, WE la Ee o, 
与 vo, 且 画 出 箭头 指 问 vs 
例 由 2.1 段 知 ， RE A, Cartan BErB lea, wal= [M 
71, a,:-0(1$— 5| 71), A, 在 点 v 与 vw. 间 连 接 一 条 线 ， 
-— — - -~ - -0e 


LA v. [^ f 
图 6-2 
Bj 18 A, 的 Cartan 阵 相应 的 Dynkin 图 (图 6-2). 


2 一 2 
a As? 的 Cartan 阵 为 ( 57). Hla m en > 
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1, 故 应 在 点 4 与 4 之 间 画 两 条 线 , 箭头 指向 o, FPE, H laul > 
lasa] 2-1, 又 应 画 出 第 头 指 向 ve 的 两 条 线 , 因此 相应 的 Dynkin 图 
为 eJ 


v ve 
经 过 细致 的 讨论 ， 可 以 证 明 FIN 型 和 AFF 3! Cartan 阵 的 
Dynkin 图 只 能 取 下 表 中 FIN, AFF-1, AFF-2 及 AFF-3 中 所 


列 的 几 种 .这 一 事实 的 证 明 并 不 困难 .例如 ， 当 m=2 时, 不 可 分 
2 d 
解 FIN 型 的 Cartan 阵 须 为 aà; Ji 此 时 由 det A=4—ab 


>0, Mab<4, 当 g=0 时 0=0 此 时 二 可 分 解 , 故 g，5 关 0, 因此 
a, 0 的 取 值 只 能 有 下 面 三 种 可 能 ; 
(1) ab=1, R a=b= —1, 此 时 ， 


2 —1 
4 i) 
—1 2 
为 单 李 代数 Ae 的 Cartan e, "RJ Dynkin 图 由 上 述 为 
Uu va 
(2) ab=2, Bla— —1, b= -2( a= —2, b= —1), JER 


2 一 人、 
47 ( 一 2 >) 它 对 应 于 另 一 类 单 李 代数 Bo, 其 Dynkin 图 为 


E v- 


(3) ab=3, Hla— —1, b= —3(3X a= -—3, b= 一 1)， 此 时 
2 一 
A= ( -8 )) 它 对 应 于 李 代 数 Ga, .其 Dynkin 图 为 
com 


WX tz 


Xj F n=2 A) AFF Ņ Cartan Bg A = , ; \, 此 时 由 det A 
/ 


ores BREE 
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OE LLL e a aaas 
—0 3&8 ab—4, KAR a=b= —2 X a- 一 1,5 一 一 和 (或 4= —4, 
-一 1 ,分别 引 出 AP 及 AS? W Cartan 阵 的 Dynkin 图 如 下 ; 


AFE-1 Zi 
Ay Es: 
C9 .- OO 
vi tz Ui vy 
Bi En 
ee ee ee —— ps 
p t vpi Uy 
C, E. 
ee eaat ID | 
U: va Ver Uy 
Dy 
vi Fa: 
eee ae 
vu Ui U2 v ， 
Ga: 
: AFF-i7! 
AP. gp 1 
2 
1 
At: u 22) ET, | 2 
: ! 1 1 1 d ‘1 2 3 4 3 2.1 
BP (1>3) EP. 


y k 
= 一 à - 


1 2 2 2 2 21 2 3 4 5 6 4 3 
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9 
ae 


1 2 2 2 2 1 1 2 3 4 a 

Dara) GS, 

|. .l. 

1 2 2 2 2 1 i 2 3 

HE, AP, BD, CPP, DP 图 中 均 为 ?十 1 个 点 
APF-2 3i 

AP DÍA 22) 

: EC 
(Ce 1 1 1 10 1 1 
2 1 

AR: U2 2) E? 


K ---- e—— d 
1 2 2 2 2 3 9— 3 —— et —9— —e 


Ay, O23) 


1 
vom jme — a 


1 2 2 2 1 
ik: AP. As PA BPA CEA 
APF-3 


(3) 
l Di . 


> 


*— d 


1 .2* 1 
我 们 对 所 列 Dynkin 图 表 作 如 下 几 点 说 明 ; 
(1 Cartan 阵 与 其 Dynkin 图 一 一 对 应 ， 即 给 出 A 可 唯一 
确定 其 Dynkin 图 SCA), ER. fiin, d Di" 的 图 可 见 有 
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[a5] = |an; 9 1, 1423; — 3, azl =1, K DY? BAX Rz RJ Cartan 
REJI 
/ 2 -1 0 
D$, Ul 2 3] (6-2-30) 
0 -1 2 


(2 AFF 型 图 中 各 顶点 处 的 标 数 w BITES p Au— 0 BY Au, 
An DY 中 各 点 的 标 数 为 (i，2, ,相应 的 Cartan 阵 如 上 述 为 (6- 


2-30) , 则 有 
2 -1 0\/1 
-1 2 -3 2|=0 
| 0 —1 2) \ | 

容易 验证 , (1, 2, 1) 正 是 此 Cartan Hi (6-2-20) 中 第 一 行 诸 元 的 代 
数 余子 式 ， 这 些 标 数 之 入 一 总 a 称 为 Coxeter 3f 

(8) 不 难 证 明 , E A 为 AFF 型 Cartan 阵 , 则 其 转 置 44 亦 
X; AFF Cartan 阵 ， 与 它们 相应 的 Dynkin 图 8(4) 与 SG4) 
PALME, WOP 与 DP W Cartan 阵 互 为 转 置 ， 8S(4) 与 
SCA) MRE, SCA) APS IR KERSA. F 
(4) 中 点 的 标 数 为 i, 则 (14) 中 点 的 标 数 记 为 oY， 由 此 定义 可 
Wh, At (ai, 7 a) —0 R (ay, ++, a3) A=0, 

(4) AFF 型 Dynkin 图 的 一 个 重要 特征 ， 是 从 图 中 去 掉 任 
意 一 点 (及 相应 的 连 线 ) 即 得 一 个 或 几 个 FIN 型 Dynkin 图 ， 例 
如 , 从 图 6-3 


vı 
i2 
EP 
Ta Us Ln es ve 
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中 分 别 除去 点 Vo, 01, Va, Us, Va 后 得 到 He, As 与 Ad ZH, He, 
A; 与 Ay 之 并 , 三 个 As SH, 

我 们 在 AFF-1 型 图 中 特别 标 出 了 顶点 vo, A o RA (其 余 各 
点 用 ， 表示 ), 去 掉 vo 即 得 相应 的 FIN 型 图 如 G2? 图 中 去 掉 点 
e 后 即 到 G9 图， 因此 ，AFF-1 型 Dynkin 图 可 从 FIN 型 图 补 入 
一 点 ye 得 来 . 但 这 种 加 入 一 点 的 方式 不 是 随意 的 . 须 使 增补 一 点 
后 的 图 中 去 掉 任 意 一 点 都 只 引出 FIN 型 图 ， 例 如 ,图 6-4 中 的 加 
入 方式 是 不 允许 的 ， 因 为 此 时 去 掉 Bs 图 中 右 便 端点 后 得 到 的 不 
是 FTN WA. 


有 限 弄 及 仿 射 型 Cartan Bk 4 有 一 重要 性 质 , 即 可 对 称 化 . 确 
切 地 说 , 即 存在 非 奇 对 角 阵 D, 使 得 4=DB, 其 中 B 为 对 称 阵 . 一 
AR, 车 4 为 仿 射 型 Cartan 阵 , 相应 的 Dynkin PL SCA) X S (4) 
中 点 的 标 数 分 别 为 @ 及 oY， 则 分 解 式 4=DB H DIRA D= 
diag (ao/a;, a/a}, ++, w/a), 例如 ,对 Cy? 型 图 相应 的 Cartan 
阵 AB. 


他 

li 
-—— 
| 
to P 

1 
O e 
| 
No 
A 
1i 

mm 
=|» 
一 人 一 
| 

e P 

| 
Bán 
| 
re © 
—— 


HP, 2, DSC, 1, D 分 别 为 图 SC4) 及 其 对 侦 图 SC4) (DY 
型 图 ) 的 标 数 ， 困 Oa 型 的 Cartan PEM OP 阵 中 去 掉 第 0 行 第 
0 列 得 来 ,于 是 又 引出 Ca 型 Cartan 阵 的 分 解 | 


(2 oro UG i 
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关于 FIN 及 AFF #8 Cartan 阵 可 对 称 化 这 一 事实 ，Kac (本 
章 末 [51) 的 书 中 的 证 明 颇 为 费解 , 论文 ( 见 本 章 末 [6]) 给 出 了 直接 
的 证 明 ， 仿 射 型 Cartan 阵 可 对 称 化 , 是 仿 射 李 代 数 中 存在 对 称 不 
变 双 线性 形 的 依据 . 

2.4 三 类 仿 射 李 代数 

定义 2 设 4= (ci) Anh FIN z AFF 78 (J^ Y) Cartan 
阵 ， 与 之 相应 的 Kae-Moody 代数 G CA) Bi 3n ME R 26 eo fo h 
G=1, …， NÆR, 生成 元 间 的 交换 子 关系 为 (参见 (6-3-29) 式 ) 

Uu, hj] —0, fe, fj] =8yhi, 
[h:, e = ase), [h;, f;] = - auf; 
(ade;)!7*9e,— 0, (adf)! f=0  (à43), 
(à, j=1, 2, +, n) 
REM 4 为 仿 射 型 (广义 ) Cartan FERT, F (C4) 为 仿 射 李 代 数 
(X fs Euclide 李 代 数 ). 

可 以 证 明 ， 当 4 为 FIN 型 时 ， 相 应 的 G(4) 即 经 典 的 单 李 代 
a, 

注意 到 定义 2 中 的 诸 式 作为 一 个 整体 在 变换 

oO, afi hih, G=1,-+, 2) (6-2-31) 
下 不 变 ( 例 如 [i, ej] = ase; E co BRE BR Ds, f= —asf;. 仍 
为 定义 中 庄 式 之 一 ), 因此 , 由 定义 2 导出 的 等 式 经 变换 co 后 依然 
RL. o HH Cartan X4 (involution), 

当 4 为 mn 一 IT 阶 AEE 型 Cartan 阵 时 ， 为 记号 上 方便 起 
见 ， 对 4 的 行 与 列 用 0, 1, LR, OCA) RE S 2-1) FARE 
亦 相 应 记 作 eo, ei, e, O8 fo, i fi B ko, s, 如 . 沿 用 上 一 节 的 记 
BR, Ba Bal (=o, 1,…, 站 分 别 为 Dynkin Bj SCA) 5 SCA) 
中 顶点 2 的 标 数 ,此 时 今 


c= Sah, (6-2-32) 
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Wice, ¢]=Salas;=0, fe, fd —Dalajs=0, t o 5; GCAY 
任 一 元 可 交换 ， 板 成 仿 射 李 代数 O9 CA) 的 中 心 元 (注意 到 当 (4) 
— Af? lj, a; =1，(6-~2-32) 化 作 (6-2-23)). 由 上 一 节 知 4 有 对 称 
化 分 解 4 一 DB， 其 中 B= (by) xR, D=diag(do, +, d), d= 
al 一， 利用 这 一 分 解 ， 我 们 可 以 在 各 (由 ko «+, h 张 成 ) 中 引进 
对 称 双 线 形 如 下 : 

(hi |g) = didjbi = aaj aij), (6-2-33) 
容易 证 明 ， 这 一 双 线 性 形 可 以 唯一 地 扩充 成 整个 g(4) 上 的 不 变 
对 称 双 线性 形 ， 例如 ， 为 了 计算 (elf) 可 推演 如 下 :，2(ea| 亡 ) = 
(Thi, eJ] f), BARAETESGR (LX, Y1!2) - (X | LY, ZD, ERD 
DWET Gul [ei, £i) = 95 u |h) = 2844, Bate (e| fp) = duds, 

对 于 仿 射 李 代数 GOD, STIR EUS 5 Eit 2.2 段 中 相仿 的 
方式 定义 其 根系 4 及 根子 空间 Gu(wE 小， 利用 上 面 得 到 的 双 线 
性 形 , 不 难 证 明 对 xwE Ca, YEG a. aC AR. 

[x, y] = (21y) v^! (e), (6-2-34) 
其 中 映射 6» 9* 定义 为 
T), h>=(hih’), b, WES, 
例如 取 a= ous, ER doy, hid = diu (hhi), X 
pi dg, 
FEN se cO. v= PEG ,有 
Cay) v (e) = Ce fov (a) = di^ (ay) 
=hj= lei; fil = ls, v). 
注意 到 当 4 为 AS Vartan 阵 时 ,四 一 oj —1, 故 
d;-i, by= Gy = 285 — Òi — Si, 544, 
此 时 H (6-2-33) Bji Wi, 
(| hj) = a, tr (Ga — Esai) (Eg — Esta) 
= tr (hphy). 
从 而 由 (6-2-33) 定义 并 扩充 而 来 的 A 中 对 称 不 变 双 线形 ， 即 
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本 节 2.1 上 段 中 给 出 的 双 线 性 形 ( 且 | 了 ) = tr XY), 
在 上 面 2.2 段 中 所 构造 的 李 代数 ANY, 其 生成 元 @, fi, h= 
0,1, ---, D BL USE HF AR (672-29) 如 本 节 定 义 2 中 所 述 , 故 本 节 
2.2 段 中 构造 出 来 的 AMY 正 是 本 节 定 义 2 意义 下 的 仿 射 李 代 数 ， 
说 得 更 确切 一 些 , 是 定义 2 意义 下 抽象 的 李 代数 48 的 一 种 实现 ， 
即 用 我 们 所 熟悉 的 矩阵 与 Laurent 多 项 式 来 写 出 e f. Zhi, AD 
还 可 以 有 其 它 形 式 的 实现 , 将 在 下 一 小 段 及 8 3 中 提 及 . 
一 般 , 若 字 母 忆 表示 某 个 有 限 维 单 李 代数 (如 三 =4)， 则 相 
应 的 仿 射 李 代 数 XO X RE E X 出 发 经 两 步 扩充 市 得 ， 其 扩充 的 
方式 完全 与 上 面 2.2 段 中 所 述 的 相同 , 我 们 只 须 对 XO 的 生成 元 
之 形式 作 如 下 补充 说 明 
BX 的 生成 元 为 Eye, Bi Fare, Fo Ay, e, Hy 
Cartan iy 4, 即 下 =BC4)= 久 ,可 以 证 明 , 久 中 的 最 高 根 为 
0-3) G0; , 
在 一 维 根 空间 OG, PREZE FoC Go, 使 得 
(Fo|@(Fo)) = —1, 
Hh à 35 G HAY Cartan HF 4 (6-2-31) 并 令 
Bo (Fo) E Öse, 
则 由 (6-2-34) 
[Eo, Fo} = —(Eo| Fo) v1 (0 = —»-1(8) 


Li 1 
= -p (Sa) 一 一 全 0iD (w) 
i=l tal 


1 Li 

u —1 LT V 

= p" Gd; He -2 (人 H,, 
= -1 


即 
[Bo Fo]=--6", (0 = Say), (6-2-35) 
t=1 
然后 令 6o77 AGO Ee, fom NO, 


e 718)E, fi~1@Fi, b= 1@H, ($1, D, 
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je 一 0 一 1 , a= 一 由 
则 G (4) = XO 由 eo, 0e, en fo, oy fo ho, 00, Tu ÆR. 

XO 及 XO 型 仿 射 李 代数 的 实现 较 XY 略为 复杂 ， 需 要 用 
3j X AY Dynkin B] SCX) Bj 26 HE, UX =A, AA, ED 
Dynkin 图 在 顶点 的 置换 veo FRE, E e =l-i+1, 
aR po BARER B^ 1, FRR S CAD 具有 二 阶 自 同 
Tj. HUE, As 与 Aa- 的 Dynkin 图 的 上 述 自 同 构 是 有 区 别 的 , 对 
于 Ay, O =21-t+1 RAAT; 而 对 于 day B® = 21 一 1 
-iH HABBO =I, XFA; 


S( Dy) 在 顶点 的 变换 Vi Vii) 下 不 变 ， 其 中 nies =4, n (4) = 
p (8) =1,p(2)=2, 此 时 3-1, Ait SCD) 具有 三 阶 自 同 构 . 不 难 
验证 ,图 S(4j), SD), S(Be) 具 有 二 阶 自 同 构 ，S(Ds) 具 三 阶 自 
EIH. Pith, FIN 图 中 不 再 具有 >1 阶 的 自 同 构 . 由 此 即 引出 
XO 型 李 代数 Aga, AP, Dir, EP 及 唯一 的 一 个 XO 型 李 代 
X DO. FRA sation Fe ZR Me X 3m XO 
2, 3) 的 过 程 ， 
gt O— 0 CD Xp Ro ROG ARI Hu, E, Fi=1, s, D, 

36% Ò HY Dynkin OS (ÖAR &(—2, 3) UE ELE p. dS CA) 
中 顶点 的 置换 vom, 可 以 引出 Ò 的 生成 元 之 间 的 置换 u: 

B CE = Ex, WE) = Bato, 

B (H;) = Hao G= 1, "D, 
既然 Ó (E, FS HJER, WE 的 生成 元 间 S EXE EHE BREAD 
qms G mk 阶 自 同 构 p. WEH w= 1, 由 此 u 作为 线性 空 
闻 省 上 的 线性 变换 . 它 的 特征 值 必 形 如 了 o, …， o7, 其 中 四 = 
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exp (2mi/k), iN Ò rp f] AIE wo 使 得 ma rcs, 此 时 成 立 分 
解 式 
6- O 6, B= (e| na ofa), 


| JcZ/kZ 
与 上 一 节 14.2 段 中 一 样 ,我 们 记 
L(G) = GC, 171], 
HHH aK © HE LG) p; 
4C ERDA) = pw (a) Qeo 79M, 
RITE LG) Haske o ARB MIE 
LG, w) ={X (A) € LG) | (X Q0) 2X O2]. 
HEE, PONE L(G, w), W 
ONEX (A) -u CX Q)) = n (X) 07V, 
故 得 ule) = e, 
即 2 &,, 
因此 二 (多 ,办 也 可 写成 


LG, w) = 9 (imoan ON) 


aX py XO 的 第 一 步 扩充 ， 是 由 久 扩 充 成 李 代 数 卫 (省 w. 
LG, 5) 中 元 的 交换 子 头 系 与 厂 ( 留 ) 祖 同 , 由 (6-2-19) 式 给 出 . 第 
二 步 扩充 则 完全 与 XO 情形 一 样 , 为 中 心 扩张 ,构成 
LG, w=LG, w) +Ce, 

Hop c 为 中 心 元 . SG, w) mouita de oe dum LOS) REEL, 由 
(6-2-22) 式 确定 。 这 样 得 来 的 李 代 数 , 即 为 与 单 李 代数 X 相对 应 
的 仿 射 李 代 数 卫 中 (p 一 2,3) ， 连 同 前 面 给 出 及 中 型 李 代数 的 实现 
可 见 , 与 三 类 AFF 型 图 相应 的 三 类 仿 射 李 代数 XY, XO, Xe, 
均 可 由 单 李 代数 X 经 两 步 扩充 而 得 . 

2.5 顶点 算 子 

在 上 一 小 段 中 , 我 们 从 广义 Cartan 阵 出 发 给 出 了 仿 射 李 代数 
的 一 般 定 义 ,并 指出 这 一 定义 下 的 抽象 李 代 数 , 可 以 用 人 们 熟悉 的 


e 
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矩阵 Laurent 多 项 式 具体 构造 出 米 . 本 小 段 介绍 仿 射 李 代数 的 另 
一 种 重要 的 表现 方式 , 即 用 弱 法 及 微分 算 子 表现 出 来 ,并 由 此 引出 
顶点 (Vertezx) 算 子 , EES SPER ARERR MTR. RP 
篇 幅 , 我 们 将 只 介绍 AP 的 此 种 表示 . 
由 上 一 节 4.2 段 可 知 , A? 的 一 组 基 为 
iE(m), F(m), 五 ( e| mc Z}, (6-2-36) 
其 中 6 Abs, E, F, HEA, X (m) =X, 3E56 (6-2-36) 
之 间 的 交换 关系 为 
[X (m), Y @)]=[X, Y 16n 0) m8, otr( XY) +0, 
Ap E, ,如 之 间 的 交换 关系 如 (6-2-2) 所 示 ， 由 此 容易 验证 ， 
[LE(m), E(n)] =(F (m), F(n)]=0, 
[LH (m), H (n)] ^2m9,,,. oc, 
[Z(m), H(n)]=—-2E (m+n), 
[F (m), H(a)]=2F (m+n), 
[E (m), F (n)] =H (mtn) + mõmin 08, 
今 将 基 (6-2-36) 转换 成 另 一 组 基 
ÍBya, Xi, celj, kE EY, (6-2-37) 
其 中 Bay = E(3) +P (341), 
Xuya--EQ)T P001, Fy=H(), 
dE Yr 3 325 (6-2-37) Z [a] Ae RHR 
(Br, Xi] =X jn (Bi, Br] = j3,,,v, — (6-2-88)* 
[E, XJ = | ZBan jp f. 
(~do, 3, b RE. 
(9-2-38)- 


例如 ， [X, X.J=(-BO)+ F(D, H (2)] 


= 2H (2) +25 (8) -2By, 
id ZzeC[u, ts, ts, 为 由 无 限 多 个 变 元 = (24, de, 25, 
+++) FY BUTE CREBRA Aa, 其 一 般 元 形 如 
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east, atat? af a8, am (aC), (8), =), 
a 


下 面 我 们 用 Z 中 的 乘法 及 微分 算 子 来 表 出 By X, Me, AM, 
引入 算 子 | 
$- E, 
这 里 算 子 cS ER RUZE e), 即 x;f 一 2;f、 下 面 为 记号 简单 起 
JL, XE m, 简 记 成 Zz;/， 由 此 定义 容易 算得 如 下 交换 关系 
[0;, te] = Sadak, 


由 此 可 以 进而 推出 
m(@\—[g a .. fo, 22)... 
(ad9;) q) la. 2; , là, E Il 
me l 
ago 
T» sr. (6-2-30) 


今 记 B50, By- 2m (和 一 非 负 非 奇 整数 )， 
b=1( 恒 等 算 子 ). 
由 (6-2-39) 容 易 验 证 
LÊ, Ê] = $85,196. 
这 一 交换 关系 式 与 前 面 得 到 的 Bi 与 B, 之 间 的 交换 关系 完全 相 
同 . 我 们 希望 能 进而 找到 与 X 相仿 的 Z 中 的 线性 算 子 £ 来 ,使 
得 如 :与 高 之 间 的 交换 关系 也 如 (6-2-38)* 所 示 ， 这 样 便 可 得 到 
AP 的 一 种 实现 ， 可 以 证 明 ， Wes SEIT fx 


An ule) » 1 
名 = -二 i ui (= ON Hu (-8p" "ONE 
(6-2-40) 
其 中 dol = Sage (9) »(00-3»(3) t... (6-2-40) 的 推导 并 不 复 
A. 首先 假设 X, 可 用 算 子 4D" 的 线 iia 


£- Àj d, TT D. 


wiis vi 


2 
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其 中 由 为 待定 系数 ， 太 一 1 D= WA, ut-H GO) 0, 
然后 利用 (6-2-39) 及 相 人 的 等 式 
(adz;) "D T 一 《一 iT 


$ ji 

推出 
(adD*) NEC IE (6-2-41)* 
(ada^) D. =(-1)" A gp o 34 


其 中 i861 = VBE), w— De) 利用 (6-2-41)*, 即 易 
根据 ;应 满足 的 交换 子 关系 式 , 最 后 定 出 系数 0;， 其 详细 的 推 证 


AT WAKE], 
今 引入 算 节 
t= -i exp (x 人 \exp (E2), (6-2-42) 


A exp(—X0,) api" (0+ Os+ 05 4- +++)” 


=25 vif AP A 
Ep CD’ i vi3)! =) 


Wu» EI y! 

-DOD A, 

相仿 有 exp (SH 
(i) 

-xu(E ) zd 

由 此 得 即 
EG A 
和 
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—— 


7E (-5)( ae yn züb (: = ) 
将 此 式 与 (6-2-40) 相 比 较 便 得 


X= Sí, 
换言之 , 算 子 人 可 以 看 成 是 诸 算 子 L 的 生成 函数 ， 算 子 LH 
顶点 算 子 ， 这 一 算 子 最 初出 现在 “ 纱 模型 ”的 讨论 中 (AREK 
[15]). 
对 更 一 般 念 射 李 代数 的 类 似 形 式 的 表示 , 可 见 本 章 末 [16]， 
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3.1 半 单 李 代 数 中 的 AKNS 族 
dO TC 上 有 限 维 线性 李 代 数 , 对 于 4Eg, 记 
3=Ker(adA)={XEG|[X, 4] =0} j (6-3-1) # 
3+ =Im(adA) ={[A, X] XE}, (6-3-1) - 
RAZ, BA, 3]-0, 3!1—-[A, G], RERS 31 的 由 来 是 
(818+) 20, HH Cl) 为 @@ 上 对 称 不 变 双 线性 形 ， 事 实 上 ， 
(8 一 (4 6) = (9, 4]1@)=0, 故 3 与 8:! 关于 双 线形 
C1,) 正 交 ， 在 上 述 记号 下 成 立 次 之 简单 的 命题 ， 
HHL 设 包 ~ 3 名 8+, ME— X € 6 B ACRI 
X=X3+Xy, 
其 中 XES, XE 3+, B 3NB!={0}, MA 
(i) (8, 3°13", S3I[3, 3115-6; 
GÒ [4, F]--0, FE34>F =0, 
Gi) [4, 815-0, 
(iv) [A, 3°] =3+=[(4, ©], 
其 证 明 十 分 简单 ; 
L9, 9:17 DS, [4, 61] 
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= [[3, A], ©] +[4, £3, 61] 
=[4, [3, G1] c [A, 6] 
= 31 
即 得 人 (GD) 与 GD 是 3n8+= {0} 之 直接 推论 ， 最 后 ， 
3+=[A, 6] =[4, 363°] 
=[A, 3]+[A, 3+] 
-[A, 37], 
Hit XHME— FC 8+, HEME FCB, 使 得 
F-(A, F], 
证 明  nE—PEH (ii) EAT, 存在 性 由 (iv) 推 知 , 
SES PERAT 
L-8-U,U-XA-Q, (6-3-2) 
HUB0-8/00, Q—-Q(s, 0) € 9^, AIME, SZ HORIS 与 
8+ du (6-3-1) * BFR, 沁 
ZiL-Í1W|tL, W]=0}, 
dB (6-3-2), WEZ: MB Us 
W.=(U, W], (6-3-8) 
命题 多 d: G—000!, IJI Ti (6-2-3) AKZERBA A 
(LEA [19]) 


W= Swan, WEG: (6-3-4) 
证 明 (6-3-4) (RA (6-3-3), FREE 27 前 系数 可 得 
[A, Wo] =0, (6-3-5) 
Wi-[A, Wis] +{Q, Wi] G=0, 1, 2, ++), 
(6-3-6) 
注意 到 [A, Wis]g=O (由 命题 1 Gi))， 


(iv) 
[A, Wulg—[A, Wig], 


[Q, Wa IQ, Malet LG, Wo JSIR, Wels, 
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故 将 (6-3-6) 式 两 边 分 别 取 3 及 3+ 中 分 量 得 
Wise [Q, Wigs, (6-3-7) * 
Wis,—[Q, Wda = L4, Winga]. (6-3-7)- 
今 证 由 (6- 3-5), (6-3-7) :可 逐一 解 出 W: Æ., 实际 上 由 (6-3-5) 
知 WoE3， 故 由 (6-3-7)+ 知 玉 0s 一 0， 有 即 Wo DAE 3 中 的 常数 
阵 ， 我 们 取 
Wo-A, (6-3-8) 
由 (6-3-7) -得 [4 Wig] = -[Q, Wola, 此 时 右边 为 已 知 的 元， 
根据 推论 , RT HE SEE EH. Waa. 再 由 (6-3-7)+ 即 得 出 
Wig =1[Q, Wigs, 
其 中 工 为 9 之 道 , 积 分 常数 取 作 零 ， 定 出 Wi=Wigt+ Wig 后 , 再 
H (6-3-7)7, (6-3-7)* Za jg HH. Was KWo. MHRA, HWA 
一 定 出 各 个 Wo. 
例 1 G=A,_1, 
A=diag(aj, ++, G), m*a; ($93), 
此 时 对 = (b) CA, ALA, B] = ((a,— 8) bu), Bx Bat w BH, 
可 见 [4, B]=0 4 Hf E 由 此 推 知 ， 当 A 为 对 角 
元 互 异 的 对 角 阵 时 ， 
83 一 一 4;-1 中 对 角 阵 之 全 体 ， 
91— Ana PRA TASH RZ SK, 
显然 ,名 = 303 Mie, RAY n=2 时 , 算 子 (6-3-2) 即 


AME 


相应 的 谱 问 题 op 0, 即 扳 立 子 理论 中 有 名 的 广义 Ga xa pos-maGar 
询问 题 ( 见 本 章 来 [17])。 
一 般 , HERG HERE ACG, 记 
Go(4) = CX | FE 570, fid (ad A)*Y = 0}, (6-3-10) 
na dim Og (A), n=min na, - . 
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车 元 A HB n.n, BD GoCAD 的 维 数 最 小 ， 则 称 A 为 正则 元 ， 在 
经 典 李 代数 理论 中 证 明了 如 下 命题 
”命题 3( 见 本 章 末 [18]) B OAF ERA, AG PEM 
元 , 则 成 立 次 之 Cartan 分 解 
B=GoB( & He), (6-3-11) 
其 中 Bo = Go (A), 
Gar {a|LH, X] -4H, ON, YHE. (6-3-19) 
X. A273 G PAR ZR (Blac d 24 ELDU o 0, «C Gi, B dime, 0), 
Jt 5b, So CA) 可 交换 . 
在 命题 3 的 条 件 下 易 见 
GC = (e| [4, X] —01, (6-3-18) 
事实 上 , 将 上 式 右 端 记 作 oC), Mh Bot A) 之 定义 (6-8-10) 易 
M, 6,04) SGo(A), RZ, Bi AC ol4) 及 Bol4) 之 可 换 性 可 见 ， 
[4, Go(A)] — 0, 
[24 Gi; CA) cC, CA). 
内 此 ， Go(4) = aCA), 
此 外 ， 注 意 到 对 oCA, BAA, #0, ARR, BiaCAAN 
dime, 0， 故 可 取 X CO, X0, HEAL, X]=<A, OX 
=O, Pde X € So, 此 与 分 解 式 (6-3-11) 之 直 和 性 矛盾， 由 <4，, o 
#0 X (6-3-12) 可见 
X€60,2 x-[4, LU x], (6-3-14) 


H1 (6-3-13), (6-3-14) 两 式 即 推 知 如 下 命题 : 

Ba 若 寺 为 半 单 李 代 数 马 中 的 正则 元 ,3 与 3^ 如 《6-3- 
1)* 所 示 , 则 3=Go(d) 且 

@ 6-390835) 3 可 交换 . 

Fh, 4 A 为 半 单 李 代 数 时 ,人 中 的 正则 元 4 提供 了 本 节 命题 
2 所 需 的 分 解 人 = 3 四 83+ 8 的 可 交换 性 将 在 后 面 引 出 守 懂 量 时 
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用 到 |. 
有 了 方程 (6-3-3) 的 解 WG, 即 可 引出 与 庶 问 是 
be= Ui (6-3-15) 
相应 的 一 族 非 线性 演化 方程 ， 为 此 取 
y oz (WW), Wo. 
(这 里 对 形式 Laurent 4 i P= X Pai, ig P,- SPA, P_=P 


一 卫 ;) 。 此 时 线性 问题 
be = Uy, p= V 


U,-V @+(0, V]=0 (6-3-16) 
必 与 无关， 这 是 因为 U: =Q FA HX, 而 由 W.—[U, V]=0 
f$ Q"W),—[U, Q^W)1-0, VW = (AW), (7H) 21818 
Q"W),,—[U, Q^W),] = — OW) .,-- [U, OW], 
1H UC ESR BY LR A 27 (30) HK, MAW Rg 27 (9 <0) 有关， 
故 两 边 与 入 无 关 ， But, -VP[U,VOpRA JG. BED, 
方程 (6-3-16) 可 以 写作 
0= (U,-V2+[U, V])];-o 
=Q:—- Wet [Q, Wal 
一 他 一 [A, Waal, 
故 引 出 一 族 方程 = (A, Wail, AT HASTE t 对 应 
于 了 了 = WW), RER, MEARE 而 将 所 述 方程 写 
成 


的 可 积 条 件 


d [A, Was] (n—1, 2, +), (6-3-17) 


KY G=A, Hur L IZM (6-3-9) mt, (6-3-17) 即 孤立 子 理 六 
中 著名 的 AKNS 族 ( 见 章 末 [17]) ,故我 们 称 (6-3-17) 为 半 单 李 代 
A O iiy AKNS jk. 

设 外 为 有 限 维 线性 李 代数 ,考察 算 子 L-0-U, 
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_@ 
其 中 UEO, ô=. 


BREER E T, 使 得 
T(@-U)T =3-Ü, (6-3-18) 
HOG, WskW-r Li L-a—0 ^H. h (6-3-18) Bit: 
知 
T, =T —TU, Se=113 — SD, (6-3-19; 
Ü-TUS-T,S, U-SÜT—ST,. (6-3-20) 
GuBS-T-c Aso s 工 与 规范 等 价 时 ， 若 少 为 谱 问 题 
a= Ui WIE, Wb = Tb be = Up 的 解 . 

SG APREA, BUPOLILBDEESRTEUNGEX, Mom 
规范 等 价 的 定义 (6-3-i8} FAL, ] 运 算 表 示 出 来 ， 为 此 ， 应 用 公式 
( 见 本 章 末 [20]) 

ei B = et Be~4, e9i49 — etde~4, 
PS B cz sg BH TC, da 
E-geut (6-3-21) 
WEAF D=a—T 5 L=3-U 规范 等 价 . 

SHS 设 4 为 半 单 李 代数 全 中 的 正则 元 , 3 与 31 如 (6-3- 
DIRK, FRAT L=0-U SL-es-U mee, L—eUtL, 
且 DE3, 则 任 取 3 中 的 常数 阵 B; ELI W me TB JR. Zu 
BN (6-8-3) pr, 


证 明 LL, W] = [e e-«*8] 
HM Bj, 
但 [L, B] - B, -[P, B], 
Hit B-—oconst, 故 B, — 0. xum. [U, B] - 0, 
所 以 [5, W]=0, 


需 便 指 TRAE oa aD TERR 
(0 -U, &--V) &U,-V; -[U,V*]-0 (6-3-22) 
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的 守恒 密度 , 其 中 8 分， Vo-— WW). 如 前 ， 实 际 上 ， 


记 Àl -8,—V —e-""M, M=0,-V™, 
则 由 [L, M]=0 
得 [L, M= [e 7D, cM] =e “"(L, M]—0, 
于 是 
0,-V,+(U, P] —0. (6-3-23) 
注意 到 在 命题 5 条 件 下 ， 
[3, Bla=[3, 3]1g+[3, 34]3=0, (6-3-24) 


因 3 可 交换 ， 帮 [3, 3] =0, KAMELO, [3, 3319-0, H 
(6-3-24) 尤 可 扒 知 (U, V]3=0, Boke (6-3-23) 式 两 边 在 8 中 投 
影 , 注意 到 口 8=UU, m 

D,= (V aJe. (6-3-25) 
此 即 Ü WARK (L, M]—0 的 公共 守恒 密度 的 表达 形式 ， 因此 
我 们 有 
命题 6 命题 所 中 构造 的 刀 ， 是 方程 族 (6-3-22) 的 公共 守恒 
例 2 
G=A,1, 4 一 diag(a ++, a), axa; ($93), Da,=0 
考察 谱 问 题 。 =Uy, U= (Us(z, v, )) EY, 
令 =F), Yu, 
则 由 thie = E Ub; 易 推 知 
Y,-UY -YD, (6-3-26) 
其 中 0O= OY) 3=diag(u, -, 5), hi= DU a as, 
比较 (6-3-26) 与 (6-3-19) 可 见 ， 
T(0—U)T-1—-8—U, (6-3-27) 
Hp = Y-*, Bore qom 
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命题 7 hy= UY” kis (j=1 2 775 1) 3 5 3 15 [n] E 如 = Uw, 


UE 4, 1 相应 的 方程 族 的 公共 守恒 密度 . 
这 一 事实 系 由 Alberty 等 人 首先 发 现 的 ( 见 本 章 末 [21])， 他 

们 以 外 微分 形 为 工具 给 出 了 这 一 事实 的 证 明 ， 与 我 们 在 上 面 给 出 
的 代数 推理 不 同 . 

把 上 述 构造 方式 归纳 一 下 ， 即 可 得 出 在 半 单 李 代 数 台中 引出 
与 谱 间 题 p= Uy, ZE 名 相应 的 方程 族 ， 及 其 公共 守恒 密度 的 一 
般 方 法 如 下 : 

(D 找 出 多 中 的 一 个 正则 元 AEG, 

(2) 求 规范 变换 ,使 卫 =6- U 5 L-0—U missy, 


L-euUr, 
H Oe 3-KeradA; 
(3) ERMA BCS, 4 W=e wp, 
n WE Z,-(W|(L, W]=0}, 


BU -2144-Q, QC 31 nj, A yo OW) AS 
U, -VP+ [U, V 9] «0, 
此 时 口 为 此 方程 族 的 公共 守恒 密度 ， 在 可 为 和 的 多 项 式 的 一 般 
Tig ur e Dr EIE, 此 处 不 再 细 述 . 
3.9 仿 射 李 代数 的 正则 阶 化 与 标准 阶 化 
üt 6 9g Hi 30-1) TERI ei, fi, haso, 1, -—, DERK 
仿 射 李 代 数 ， 在 本 小 段 讨 论 中 不 需要 用 刘 中 心 元 c， 故 可 认为 
c=0, 此 时 及 间 有 关系 式 
Ai ho a4 hye a, hy, =O, 
其 中 必 为 @@ 的 对 偶 Dynkin HARRO EH 2.3), RHEL BEG 
的 下 述 子 空间 ; 


ha, *, 轴 生 成 ， 
G"— — t BER lei, eee, Cin] = (Ca, (ei, vee, CO en pe JAE 


AV FRESE 


e 
e 
i? 


G7 — FH PEPB fa, …, fj 生成 ， 
由 生成 元 的 交换 子 关系 式 [eu fil 94v, 易 见 诸如 [ei, es, fr, fal 
等 “混合 型 "的 交换 子 均 可 由 9G0，G"，G~" 中 元 的 线性 组 合 表 出 , 故 


G — GO ( ea" er Oe) . (6-3-28) 
由 这 一 分 解 式 引 出 台中 的 元 的 一 个 阶 化 , 即 定义 
degz—à, Vac G^, GEZ), (6-3-29) 


deg[z, y] «deg w+ deg y. 
例如 dege;=1= —degf;, deg[e:, es, 63] ^ 35$, M (6-3-29) 给 出 
的 阶 化 , 称 为 正则 阶 化 . 
Wt S@) A GH Dynkin 图 ， 对 应 于 图 S 中 的 一 个 顶点 wm， 
还 可 给 出 O 的 另 一 种 阶 化 , 称 为 相应 于 顶点 wm 的 标准 阶 化 , 其 作 
法 如 次 , 令 


的 Hi en 生成 ， 
Gi 一 一 由 fn ER, 
Guo 一 一 由 其 余生 成 元 生成 
由 此 引出 © 的 另 一 种 分 解 
人 = DG, (6-3-30) 
其 中 GG, 一 一 由 形 如 [es,…, end TER, Hp m X€ 5, e, jap 
H n K 
Gon — HUE fs, n, fj 元 生成 ， 其 中 om dE A, e, he 
中 出 现 及 次 ; 


Go—— Hi ^5, les, i, enl Rf cns f4] 生 成 ， 
JB qnm, s=1, +, k, 
分 解 式 (6-3-30) 引出 G 中 元 的 另 一 种 阶 化 
Degr=i YEG, GEZ). (6-3-31) 
容易 证 明 如 下 命题 ; 
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命题 8 ( 见 本 章 来 [29]) 对 于 全 的 上 述 两 种 阶 化 , 成 立 

@ Ge ® G^ (4>0); 

Gi) Gc e G3 ($«0), 

Gii) Go 是 生成 元 为 e, foe hy (0-0, 1, ^, D, EMER 
的 半 单 李 代 数 ; 

v) Gon e G! d alit 02 CE s 

(v) Go © Gi fiG m) HR. 


证 明 G), GD, Gv), MARE 的 构成 方式 导出 . 结 
i& Gi) JÉIA ho RES RH, X Sa 的 Dynki El 75 m C if 
Dynkin 图 去 掉 点 vo 而 来 ， 故 必 为 有 限 型 Dynkin 图 之 并 , 故 Ge 
为 半 单 李 代 数 . 

3.8 MX KdV, MKdV 方程 旋 

沿用 上 一 小 段 的 记号 , HHH HAR, S m=0 id 

B=-6N DE, R= GN OE, 
考察 算 子 
L-08-—i-4), 
gCO*(R, $), A- Se, 

这 里 O7 CR, OERKE R-N NI Bek, ARRA O R 
—^ EE Laurent 多 项 式 实现 的 一 个 子 空间 , TERR — UZ 


光滑 性 即 实 变 函 数 常 义 下 的 光滑 性 ， 记 
了 一 4 一 6o 一 和 十 … 十 6 (6-3-33) 


(6-3-32) 


Kac 证 明了 : 
命题 8( 见 本 章 末 [23]) 对 于 (6-3-32) 确定 的 元 4E ORZ 
(i) G= 8 四 35 ( 3 可 交换 , 其 中 如 前 
3=KeradA, 3! —ImadA, 
12 8/— 3087, 可 以 证 明 如 下 命题 , 
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命题 10 ( 见 本 章 末 [22]) HHT LHET-OT, T€ 


C "(R, G^), ERAT D, e" LIM 
L,—-8— (A4-H), 

Xt A- @ H, ECR, 875, 

命题 WL WkAeX[22]) ie 

Z,-iX|X€C7(R, ©), [L, X]=0}, 

则 Z,-e "*(), 
其 中 他 如 命题 10 所 示 ， 

对 名 中 的 任 一 元 X, 设 对 应 于 两 种 阶 化 (6-3-238) X (6-3-30) 
的 分 解 为 

X-9EX —XX, Xíica X,€G, 
此 时 记 X,-XX, Xov X, 
X'-*»X' Koay Xe 

命题 12( 见 本 章 末 [22]) WEZ., WW, L|'S(W*, L 

ETOR, B), 


由 此 命题 注意 到 E- - 22 co-(R, 8), 
即 引出 次 之 演化 方 各 
= [e (B)*, L] (6-3-34) 
及 
2 = (p(B) +, LI, (6-3-35) 


Kp BES, p(B) -e""(B), 由 命题 11,9 (B) € Z, 8k (6-3-34) 
及 (6-3-35) 两 边 同属 C^ QR, 8), AF (673-34) 及 (6-3-35) HH 
广义 KAV 方程 , 

命题 13( 见 章 末 [22]) 命题 10 给 出 的 五 万 广义 KdV 方 
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FE (6-3-34) BY (6-3-35) HY ATE SF fe 8E 

命题 9~ 13 的 证 明 并 不 很 复杂 , 因 篇 幅 所 限 此 处 不 再 引述 . 命 
题 9、11 及 13 可 以 分 别 看 作 是 3.1 有 段 中 命题 4.5 及 6 在 仿 射 李 
代数 情形 的 一 种 推广 人 布 题 tu 可 看 作 是 他 = 4,-1 时 的 规范 等 价 
式 (6-3-27) JE)". 此外, 注意 到 半 单 李 代数 中 的 AKNS 方程 族 
(6-3-16) 可 写作 

L;=(WW),, L], 
比较 此 式 与 (6-3-34) 或 (6-3-35) 可见, 广义 KdV 方程 与 半 单 李 代 
数 中 的 AKNS 族 具 有 相仿 的 形式 ， 所 不 同 的 是 在 AKNS 族 的 情 
形 ,我 们 对 中 代数 GOCA, 种 采用 的 阶 化 是 deg (2094 —$, 这 
种 阶 化 在 一 定 程度 上 相当 于 标准 阶 化 CI TE XXV? AGER 
实现 中 诸 生 成 元 6， 中 只 有 eo 与 fo 带 有 入 的 窜 次 )， 在 引出 广 
X Kav 方程 时 之 所 以 采用 两 种 阶 化 ， 其 原因 之 一 是 为 了 使 “位 
Z g 所 在 的 空间 B = Go N OG) AE BUS FT RE He Ah, 
dim 8<dim Gy (<0) | 

GIS HL G=AY, m-0, H 2.2 E ATO AYE MIEN eo, es, 

fo, fi R hs VERA ho= — A), Eni: 
8p AER, e= Pag, 

LE h hu Hem E Ea ÆR, Go HeH, e BER, fo 
F= Ey, ÆR, BD Go= A441， 由 命题 8(v), Go NG" AF 生成 ， 


ic 8- Gun eG h F XH AER, 


n_{% 0 
即 8 \e 4) 


由 此 可 见 , 在 此 情形 算 子 (6-3~32) Jl 
baa, v-grae(,® 1), 
N+ gs ~do 
容易 证 明 , 由 此 引出 的 方程 族 具 有 简约 qo 0, 
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Ü 1 
此 时 0-( 45 小 
相应 的 谱 问 题 为 
yr 0 1\/ da 
(5). -( atqa 3 中 
或 Pre = dra, Pog (A-H ga) s, 4 ys, 即 得 
Ves — Qt gDY=0. (6-3-36) 
这 一 谱 问 题 正 是 孤立 子 理论 中 引出 著名 的 KdV 方程 族 的 谱 问 题 
(HERD. 由 于 他 = 4 史 的 这 一 特例 ， 我 们 称 (6-3-34) 或 
(6-3-35) XJ X. KdV 方程 族 . 
命题 14( 见 章 末 [22]) 广义 KdV 方程 (6-3-34) 具有 简约 
L-8—(g4-4), 
其 中 g€C"(R, a», 
"4g €O* (R, GP), BC ' — CO 3 RF, HAAIJE (6-3-34) s 


为 广义 MKdV 方程 . 
例 名 = Aj, utt G? h H — Ea — Eos 生成 , 故 
十 1 
Per |) 


这 里 为 方便 见 记 入 =&， 容 易 验 证 
ue XX a) 


-a-( t M 


因此 , 此 时 相应 的 谱 问 题 如 = Ub 与 谱 问 题 
[E cu 
-人 —u 1) ? 
等 价 ， 后 者 正 是 孤立 子 理 论 中 引出 MKdV 方程 族 的 谱 问 题 ( 见 全 
RKD, 这 也 是 前 面 广义 MKaV 方程 名 称 的 由 来 . 
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Apundemxsg 与 Cogoxos (Wet [22, 24]) 进 而 证 明 广 义 KdV 
与 广义 MKdV 族 间 存在 着 广义 Miura 变换 , 此 变换 当 他 = AMT 
即 化 至 周 AA KdV 5j MKdV 方程 间 的 Miura 变换 (4, E K 
[4D. 他 们 还 进而 研究 了 广义 两 维 Toda WF. WHER, 
设 A= (a4) Jy 6 HI Cartan Be, 则 称 方程 

a -exp( > Ait, ), j=0, 1, =, FL 

为 两 维 广义 Toda 格子 方程 ，Apaadbexsn 与 Coros 导出 了 两 维 广 
X Toda 格子 方程 与 广义 MKdV 方程 之 间 的 关系 , 即 若 v y, 办 
对 每 一 固定 的 9 是 广义 MKdYV HRK, (a, y, 0) 是 两 维 Toda 
格子 方程 的 解 , 则 对 任意 的 志 vo, y, 办 也 为 同一 格子 方程 的 解 . 

选择 不 同 的 仿 射 李 代 数 G, HX KdV 方程 族 可 以 引出 一 
大 类 新 的 及 文献 上 先前 用 各 种 不 同方 式 导 出 的 方程 族 ， 例 如 
Wilson( 见 章 末 [36]) 指 出 , 4 8 —COfP 时 ,广义 KdV HEMRA 
KdV (OKdV) 方 程 

Ut= Uses F uo — 120v,, V= —2 (Uero H ZUY), (6-3-36) 

这 一 方程 是 Hirota 与 gatesuma( 见 本 章 末 [8]) 首先 运用 双 线 性 算 
子 法 ( 见 $4 节 ) 提 出 来 的 ,一 开始 并 没有 证 明 它 是 可 积 的 , 即 存在 
Lax 表示 . (6-3-36) 还 可 以 从 K-P 方程 族 引 出 ， 这 正 是 下 一 节 
的 主题 , 


&4 c ži K-P 2 


Ah A HEK]. [10], 但 很 多 地 方 作 了 改写 , 以 求 陈述 
EAST. 

4.1 Fock =j Kock 表示 

BAAC LH PRA RRM ARR, BCG), v. 
Rd (we Z) ER 生成 元 间 的 交换 关系 为 


ET Mi Pi 


Dhu. b] om Phin t= 0, im, Ul = Sma, (6-4-1) 
此 处 及 下 面 [e, b].-abtba, fa, b] fide, 四， 由 基本 交换 
关系 式 (6-4-1) 出 发 利用 等 式 
[a, be] = [a, b]e4-b[a, e| — (o, bl ,c—bfa, c],, 
(6-4-2)* 
[e, bc], ~= [o, bje+b[a, c], = [a, b],c— bfa, cl. 
(6-4-29)- 
可 以 进而 写 出 中 元 间 的 交换 子 [6， 相 或 反 交 换 子 [4g， 四 :|。， 特 
别 ， 
Dbab;, pap = bby, drab] [bris dab lyi 
= pii, ds) d — bbb p) A, 
即 得 次 之 重要 的 交换 关系 式 

命题 1 KAA hap] = Sabah — Shy, 

Hr BE, fir 8 53 (6-2-4) SRY B, rab; 与 矩阵 Ey HAL, GE RR 
相似 性 , 下面 将 由 中 wb; 出 发 引出 无 限 维 李 代数 gi (o0) 及 其 仿 射 李 
代数 , 从 而 给 出 仿 射 李 代数 的 又 一 种 实现 方式 ， 

BRM 的 一 个 左 模仿 , 它 由 向 量 10》 生 成 

和 = {a/O(aEw, 
(Brig FORE N—-TARV 乃 指 线性 空间 六 Ris) acA, vey 
P^ mv EV ,此 运算 满足 等 式 
(a+ b) v — av-- bv, a(vit ve) = avi tare, 

BB AV m vcV ER, RV ETHER av, 其 中 
EA, RD; SERUR TS, Wee Hae, vc ViovacV), 
其 中 向 量 10> 满 足 条 件 

由 [用 =0 (n<0); O00 (m0), (6-4-3)+ 
另外 引入 并 的 一 个 右 模 祝 , 它 由 向 量 <01 生 成 . 

| B= {Ola |a€ WU}, 
Se CO | RARE 
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Os=0 uD); Olp (n«0) (6-4-3)- 
(EK b 与 加 ，|0> 与 40| 设 想 为 互 为 转 置 的 向 量 ， 则 (6-4-3) BR 
(6-4-3) 的 转 置 ) 

KS 5S" H Fock Sh], 这 一 概念 源 自 量子 场 论 ( 见 章 来 
[11]), [05 55 40 | BR Bib 与 电 即 自由 费 米 算 子 ， 有 趣 的 
是 Dato 等 人 运用 这 种 量子 场 论 的 语言 与 工具 , 引出 的 却 是 经 典 的 
SR. PH (6-4-1) R(6-4-2)*, 可 以 将 总 中 任 一 元 4 写成 标准 
形式 

a= XC abb à + <a), (6-4-4) * 
XU du 泛 指 元 4920) SAM b= du, d, (9,20) ,相仿 理 
8 UT, b. X, bab p V PERR S, 5, de, ORARE 
H8, (ABM BL Xa? XS EPR EEA P AR T. 
例如 ， Jub = ppa, daba — papat 1, 

Vr dial, == abt bbs — wb" abo abi 1. 
FH, WWD —0, Qs —1, Qb-aobab > = 1, 
我 们 将 (6-4-4)* 之 右 端 非常 数 项 部 分 记 作 :a:, BI 
= :a: + 《a>. (6-4-4) - 

由 此 定义 易 知 ， 

(15-1, Chabad = bib =0, (6-4-5a) 
heb =1 (6-j«0), =0 (其 它 情形 )， (6-4-5b) 
< 一 1 G=j>0), =0 (其 它 情 形 )。 (6-4-5c) 

~~ RORY 2) HEB 

oy 2 Wick 定理 , 见 章 末 [12]) Bab, BR Whos 
则 有 Lasta Aar =0, 

Lar aa = D (~ 1) 6009s? "GG (or- 1 eor)? 
其 中 和 式 遍 及 满足 oD<o(2),，…，a (27 一 1)《o(27) E e(1)4 
G3)<…kg (2r --1) 的 所 有 1,，2,…, 27 的 排列 
GA), 75s e(20)., 
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LE PME 
= (d105) (ds04? — (0163? (X304? + 0104? (Gag? , 
TH, <b arpa” = <p aha Qd? = 1, 
今 引 入 
H= D baa: HO)~ S uH, (6-4-6)+ 


其 中 T= (a4, V9, V3, …) 为 一 列 无 跟 多 个 变 元 Ti, 注意 到 
ulia? 000), 
NOx l>0 hy H= X babas, BE 


HG)- X X alza, (6-4-6)- 
容易 验证 
H\0>=0 Cl, 2,.). (6-4-7) 


实际 上 , 25 a+ leo 时 

Wares 10> =p, Obi 4, 10>) =O, 
mW ntlo 时 n< —1<0, 从 而 

Julio [O>= ~ pasi (hy, |O>) =0, 


Fy (6-4-7) 推 知 
H (x) |0>=0, (6-4-8) 
由 此 特别 可 以 推 知 
e^ Joys (14- H (a) +i Hj 0 = 10>. 
(6-4-9) 
对 ac X, id a (a) = eH @ ge- He) = gH, 


注意 由 此 定义 有 e" abe P0 — a (7) b (a) , HER (6-4-9) & 
X01eFa,-- «4,05 = 0] ea. 2,7 | OD 

l =U jai (&)+-Gn(w) |0), (6-4-10) 

映射 | » 

eg; 4]02 ES m p(a10») = <u e%a] > (6-4-11) 
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将 Fock 空间 中 元 e| OBR AC 上 c; 的 多 项 式 o(a10») € C [m, ta, 
<], AC rn Boo REAL D FERRET.: a (5105) = (ad) 10>， 故 
在 映射 (6-4-11) 下 算 子 a BROC[os, v» PRAF, 由 此 将 引出 
Fock XR. 为 了 具体 定 出 这 种 表示 的 形式 ,我们 须 首 先 计算 
<0jexaj0>， 为 此 目的 ,我 们 引入 次 之 多 项 式 pæ). 

c= M pe, (EG, ES), (6-4-12) 
HER AMIR CRT, FE k EK AH, APB me) 的 表示 
式 


Ph (a) = =, T (6-4-13) 
AX a= (a(1), a(2), a(3), =), lal, al, z5 如 2.5 段 所 示 ， 
即 lal = Eiai), a1— YTa(9) !, a= TIa”, 
Ain n—3 WAH 8=14141=142=3, 或 写作 13, 112", 31, 
_ EP OQ Ges , d 
于 是 ræ = gr Irt Ir 


wt 
一 er C173 3, 


利用 p. (o) iE A RR (674-12) RT DES S p. 间 的 一 些 恒等式 . 
例如 由 1 gfe rot (eb) 
-ZOID (nn) 


=I E pC Op) 


推 知 
È nao pi@) 8n, (6-4-14) 
注意 到 LH G), D ab] 


= = Tarlant , ds] 
一 th, [dro ui , Vy] + 


= 之 ( >, 94x, +1, x) Wn, 


^ 


812 孤立 子 理论 与 应 用 


HERH WL, E E ous 5 AGER EN ISI Qa) coz 对 应 , W Cad AL) 
(Earp) 对 应 子 nj 量 92 wil?) (Gy) 3 其 中 A= (Om 6n) mncz 为 无 5j 
BY ME 


Pot, ] 
0 1 90 
A= 0 1 0 
0 L 
L ` J 


对 此 易 见 A= 8,045), 从 而 


KS aul! 
n 


一 个 


0 a fa Xs 


cm 
1 一 


由 此 ， 
3 tA! =. 
e* =e PEL = 3 pu) A 


-i4 M pr) A! 
d=1 


Pe | 
| 1 pie) fa) ps) 
= 1 Dai) pax) ps (a) 
1 P) pae) pæ) 
L * " + A j , 


BES (ad H) (S, audi) 对 应 于 商量 E (ao ,因此 e CE ant 对 应 于 
T3] o" (a,) , DR BY 
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[ : 4 


eH S appr = Ce bua "uz 


eea | 


P D, pix) 8:51, 5.6; 


-3 Pr " bias. (6-4-15) 
特别 有 
UMCORLT E 
mi gun 之 NA 
- Sn (2) i, (6-4-16) * 
相仿 成 立 > 
dr (0) =e" E — p(o) dn. (6-4-16)- 
我 们 记 
if (E) = 一 2 k", tb I b, (6-4-17) 


由 此 定义 及 (6-4-16): if 知 
ef oy, (b) g Ble) ues > (ef de®) E 
=D hp) k 


= > dik pik? 
= (E pk’) pE), 
因此 . 
ABO (fh) 9-H — ere E), (6-4-18)+ 
相仿 有 
eE (fp) g- HG) — ga J) | (6-4-18) ~ 


At O81 Ye) & a € U MMIC FP dir 
命题 3( 见 章 末 [9, 10]) 
€m | (5) e" a | O> = 716m —1]e^" €] >, 
(6-4-19) + 
n |y* (E) eg 05 = 5-"m 4-1 [e t9» > 


* (6-4-19)- 
其 中 | ( 


814 T icT£e mm 

(Ozias, (<0), renta] 0» 

<mj=4 <0], (m=0), 10> 

< 0 | i U m-i; (m>0) 2 Urano 0» 

=m >, 
FHR m= l, acid (p) p Cg) DAREN (64-19) "LT. 
<1 yb Cb) eb Go) di (g) 10> 

ELL 4 ool (E) (oth (pet) (efi (q) 0) |0» 


ELIO efe PEE DLO | ddr (e) (p) di^ (g) 10>. 
但 — CO os Up dr (g) 0» 
= Xia: 2E pg 
=E poh d papi > — < abi > pahi yyer” 
= ( T E. Jkpg” 


人 
i= 


-È (- DETO 
-trt 
qd k-—q 
2a qk-p) 
(p-9)(k—9)' 
B, . 
ERr (E)ePib p) (g) 0» 
= of iG. ge- A- 
eT OED (6-4-21) 
AA, 


< 0 | gH - t0), (p) Ji (g) | 0 > 
== < 0| (e-h (3) g HG-") (e-n (g) 6 ~H(e-s)) eH -n| 0 » 


(G-4~ 1E 8)* gla-s pwr, O4 ( y 
eae g ‘PD Lg)», (6-4-22) 
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经 由 与 (6-4-21) 式 相仿 之 推导 易 得 

7 * = f -4- 

< Cp)" (9? Pg . (6-4-23) 
又 gn P us gii Blgtl—e, p) 


= e exp ( m > T (2 ) ) 
=f Pexp (in ( 一 2J) 


me Of 6» ( - 2), 
因此 由 (6-4-22) 得 
C0 jet pjp" (9)10> 


a gf 6, 9)- £60, q) q 
Ek 


= gf Fe $)- FG, q) q (k -p) 
(p- 9) (k — 9) 
(6-4-21) 


SEE CL Meh Cp) ib" (g) 105. 
ARE PAY (6-4-19) * 3j FR Wick 定理 (本 节 命题 分 经 由 相仿 的 


推理 得 出 . 
今 引 入 与 4-2-43) 起 伪 的 顶点 算 子 
;= PA me (6-4-24a) 
KD = 0 Met (6-4-24b) 


人 (有 
G \ Qn 3 2 8 m ”3 Ors J " (6 4-24¢) 


Wig (6-49) #4 t Uf 
IX ()4m-1]|e'9305» 
= Jot ese, MK m-—1 |e-#G， IN gH ag | 0> 
wx Jilet, ne m1 [ef eg 0 > 
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(6-4-19)* 


gi x m | 由 (8 e” (ng | 0 > 
一 一 《人 eyel0>， 


(6-4- (6-4-18)* 


B, 
< m | etry (k)a| Ü > 一 krix (k)< m— Llera] 0 >, 
(6-4-25) + 
相仿 有 
€ m |eF*(E)al0» =F "RR ant 1 le 9105. 
(6-4-25) 7 
AT LES ARIAT LEFI H Fock dcs, 首先 将 时 中 形 如 
Wn, ore Jos d, Ut Uy, 
的 元 之 全 体 记 作 (0), BO» Ze E SL(6-4-3) * BLS HF SS i] 
$8 9L (0) [0 > 的 一 组 基底 为 
bro uuu OP, ma, n, mu c0, te, My, 
这 是 因为 当 m>0 Bb, q5,p5j wu, 交换 直至 与 0383846 49H29 
零 ,而 每 交换 一 次 , 要么 变 号 , 要么 s, 5 au, AWEK, WM 
hi psphil0 >= ~H papih jo > 
= ~pt oth, (1 — papi) [0> 
= — us oths| OD, 
AG. n0 Bp, v, RE SR VIE s Eh, BESO IA 
零 . 
利用 映射 p(6-4-11), So ATTA HM BC[c] =C [wj, a, 
.中 的 一 组 元 


i. np» fint l0 ? -> «0| efus... [0 >, (6-4-26) 
BATE BAC Of phr b, 0 Cla, va, …] 的 一 组 革 ， 由 此 


将 推 知 So 一 并 (0) JO» 5C [zs za,，…] 同 构 .为 此 我 们 引入 Young 
盘 , 对 于 一 组 非 增 的 正 整 数列 五 > 及 >… 之 所 ,如 下 图 (图 6-5)， 


E o Dao 
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六 个 格子 
Se TRF 


bs} 6-5 


称 为 标号 为 (fa, s, f) 的 Young 盘 . 一 个 Young 盘 也 可 以 用 
一 组 整数 mas ema, a, ns, ny 来 表示 ,其 中 mr 过 0<ny( 图 6-6)， 
ati 


图 6-6 
不 妨 将 这 种 表示 形式 的 Young digg Y [m;, =, ma mi, +, n]. 


BI (60, 


zu ， 
¥(5, 4, 4, 2 Y[—4, —3, —1;4, 2, 1] 


图 6-7 
E =t ooo, F -— V 
今 对 Young Æ P =F (n--1,1, +, 1) =F [—m, n]sE Y. 


-m~l 
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ty (2) Xmn 0) = (— 0" QU [i (o) (2) 0 (m<0Sn), 
(6-4-27) 
对 此 我 们 有 《 o (0) d (a1) > 
(6- (64-16) 16)* 


pa ps (ac LE ad, =$ > 
=È Pi-m(— D) Pu- (2) < ori, > 


Spm Cn). 
故 由 (6-4-14) 得 
QU, GU 2)? m pn C72) p, i2) 
-— pn( 2) mu), (6-4-28) 
Bib, x Y -Y(-m, n] (m<0<n) pt, 
42) = mn) = (—1)" D pion (2) psi (2) 
7 (D S pes 2) ps2), (6-4-29) 
一 般 , 对 Young ik Y [mi --+, My ny e n] (mn), 
我 们 定义 
ty (2) = det (mn, (2)) mem, PES (6-4-30) 
称 之 为 S.hur 函数 (有 些 作 者 也 称 pi(z) Jy Schur HAR Schur 多 
项 让 等 )、x,(z) 的 一 个 等 价 表示 式 为 
| zy (x) a= deb( py... .4(2)) cr ges 
其 中 了 了 ~ 了 (及,…, f). Schur 函数 的 例子 如 


“se una Pa), 


=y- "一人 dx “pale -2), 


m 


一 
于 是 有 
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-— 


xnzcfi(x)-xv 


x tm Px)ex ey ; 


xps 2) = — Ay tiag, 
Xggg P(r) =x Harre teat, 


7 cho mnn gal 


žm =x-2.1= Ps(—x) +p: x)pa (~x) pı (x)= — x3 +i 


ES 
— Behur REI — 4 CREER T EPOR. 
命题 4( 见 章 末 [12]) 4 Y GRE BFA AT ME HU Young 4$ Rt, 
arc) HR Clas, ce, JHAR BRED, BPA c 的 多 项 式 
均 可 表示 成 tr(z) 的 线性 组 合 . 
例如 T "Xa tg , "Tm g ; 
nx | -xn ), 


T3 =X ve TX 一 ， 
2 i: 
等 等 ， 
Behbur 画 获 (5-4-30) 可 以 表示 成 如 下 形式 
> 
(m<0 <n) . (6-4-31) 


29% Ek Wick = 
， (—1)nmtme 0 | eh) FREIEN EET 0 » 
= ( 一 1) mt tmxdet( Cp, Bn, (2)>) 


G42 ， ， 64-50) 
, det ina (2) === ir (a), 


B20 7 Xv TEE 5v FH 


故 由 命题 4 及 (6-4-26) 可 见 ， 
p Gb, suani] 092 (nu Os im) 
RI Cle] ARE, Alb, oÆ Oe 3((0) [05 55 C [e] HAMA 
映射 ， 
现在 来 考察 算 子 电 灿 EA(0) (mOn), tly F A 
象 .为 此 我 们 计算 如 下 Cu€ (0))， 


(6-4-26) 


eh Cp )*(g)a,05) *— 7 Q0] e" w( p)i*(g)a|0 5 
ED X p) -1oy (ga |0» 
(6. 4-95)-. (Gn — 
EIL: y X (y)gX*(2) (| o*a]0? 
= (g/p) X (p) X* (g)p(a|0»), 
由 此 可 见 ,3E NO) HH p): p(00 p (a1 05) e p(ba| 0) 为 
POD) = (L) IX). — (6-632 
注意 到 对 任意 的 f(x) 有 
CH$,9 gf Df) 
me rec Fs mf = (o7 9-9 Of( —8(p)) 
= EF Vg FD), Ve EG fg) 
zo, LAMP 
e (60 (1 2) eg 1.» f(a), 
故 有 erg ten 


QV 2 
=| | -2 ) etegi, 2 
p 


于 是 ， 
X(p) X"*(g) 一 (ef 9e -£G, P-D) (e-* 9 Qh, a) 
4,9Y* 、 
=à(1-4) xo. o, (6-4-33) 
其 中 ， 


X(p, g) EPEE Gry, (6-4-34) 
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由 (6-4-32) 即 得 
e(b pi (2) 775 -D X(p, g). (6-4-35) 
4 Bi (6-4-4b) 
(6-4-36) 


bulbi: = duis — Cb, >， 
于 是 ， :Dh la): OO- — <p) b*(g)> 
一 一 wip (o) cse. 


由 此 式 及 (6-4-35) 式 可 见 ， 
pCb(p)i'(g):)- Cog EP q)—1), (6-4-37) 
我 们 将 (6-4- COUR "P 
UO A(R 0-0- 3p, (6-4-38) 


TT g) 
Bi dp), WC AEX (6-4-17), Zann J& ob: R, 
Zen PC Papa). (6-4-39) 
可 以 证 明 ( 本 章 末 [9] [10]) Zinn 的 一 般 表 示 式 为 
Zim X Clm (a) pa-s (2)» p. (2) pC) — nb, 


gi (6-4- 16)* R (8-4- -28) AI Est rh 
0 (20), 


Ch (a2) bj (a) > = NU 
(620, 9<0), 


e DC m) paa) 
B Za vct (~z) (72) Ae + BIO} -+ 

Zo,-1 = 81+ (—21)614- (— 222) Oat ah ++ 

与 竺 子 (6-4-35) 相 比 ，(6-4-37) 在 2=9 处 无 奇 性 ， 为 此 ， 我 们 注 

意 到 对 任 一 了 (z) 有 


lim UD (X Cp, g) -1)f(v) 
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7 lim g (ofl PHO? Fa — e(p) + e(q)) -f(2)) 
Le pfe) «x(—) uf) 
(Gr X p Bet) Fle). 


另 一 方面 ， lim 


z 5 g)-1)- Xd4sp- ^ 
-2p > Z mn, 


n -n-l 
改 得 pC Ey) = pS Wrst) 9 3 Zonas 
ə 
p l0, 
~1 0 "e (6-4-40) 
(一 Do 1X0, 


这 样 ,之 Zon 给 出 了 我 们 在 2.5 段 讨论 项 点 算 子 时 引入 的 “ 生 


RAT” o SARET *- 的 一 个 统一 的 表达 式 . 


(6-4- 39) X ERAT AA 的 Fock Ak, HF 
pla, b) -p(a)p(b), 
故 更 一 般 的 acE%(0) 的 表示 可 由 算 子 Zon 的 积 形 式 表 出 ， 
4.2 v ih 
我 们 在 3.3 Berat HB), Ka v 方程 族 是 从 谱 问 题 Veet vipa 
^o SME, 1976 4E l'exsdazg 与 Aarni 讨论 了 更 一 般 的 T 18] Rt 
(WERK [13]) 
Dep (84-0, 39773 4- 0,04 ng) pad, (6-4-41) 
AP o-o/or, HT RUE ASR C Le Dun Sih d E 
问题 (6-4-41) 相 关 的 方程 族 ， 厂 的 形式 如 
L0 uy Ua u0 .., (6-4-42) 
是 拟 微 分 算 子 , 拟 微 分 算 子 的 一 般 形 式 为 


E 
i$ 
eo 
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P= = eO. 
对 此 ,我 们 约 记 Pa, Pty PM ART MBS RARE, 即 
P= Sad, P'- M (—8ya. 


Tembang 与 Jani 引出 的 方程 族 形 如 也 = ((D"),, D], B 


rim (UP)., . (6-4-43) 
今 记 
B= (LF), (k=1, 2, =), (6-4-44) 
于 是 方程 族 (6-4- 43) 即 次 之 线性 问题 
Byh-— p= Bab (6-4-45) 


的 可 积 条 件 ，Kd\ ZI v; => (aao OVV) BI (6-4-45) FE n= 2, 
k= 3 时 的 特例 , 此 时 
Deu, B (DP), o9 opa, 
TR. Dave 等 人 的 工作 ( 见 章 末 [9] 、[10]) 是 受 了 lemar 
与 Aarni 并 从 榴 启发， 他 们 直接 从 拟 微 分 算 子 (6-4-42) 出 发 ， 并 
WEGE M nm Ms) AF BHP ABI 
Cm (23, 2s, fs, soe) 
BRA. US. A EE RRR Lr = (L); Date 等 人 
考察 了 次 之 线性 局 题 
Zue, k)  B.(z, O)w(o, K), (6-4-46) 
(n=1, 2, 3, e) 


并 称 (6~4-46) 的 相 容 条 件 
OBn 0B, 
Olin Lm ~ LB., Bn] (6-4-47) 


A K-PJRI, BID m=3, n=2 ff, (6-4-47) RESTE Ua 与 us 
满足 的 - - 对 方程 (wu 二 0)， 从 中 消去 ws 可 得 | 
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" (25 Be 3 " ue) 3 Oda 
Qn \Or, 4 Ox) 2 ^ Om 4 Oni" 


著 改 记 qi, way, 49771, usu, 上 述 方程 即 
(«-X Uara ~Ž uu) = 3 uy 
n 2 qnm. 
此 方程 称 为 K-P 方程 , 又 称 两 维 KdV 方程 , Mu Sy 无 关 时 , 即 
化 至 KdV 方程 ，K-P 方程 最 初出 现在 两 维 流体 运动 的 研究 中 . 
我 们 先 给 出 拟 微分 算 子 的 以 下 公式 


Fam > ( j ae, nEZ (64-48) 
+ 4 


T a0 ， 二 项 式 系数 ( ) 定义 为 


"| nm 1) not1) 0^ 
;) u il . ( "uS 
由 此 定义 易 见 


(J(=) m 


注意 (6-4-48) 是 一 个 算 子 等 式 ; (0"0)f=0"(af). 等 式 (6-4-48) 
当 w>>0 时 即 为 Leibniz 法 则 ， 尤 其 当 n 一 1 时 有 94= iA 由 
此 式 两 边 施 以 07 得 07a—a07 —07a/S02, Xp stp 071a? 再 运 
用 此 式 得 9-14= ao- 1 — (g(0971 — 8-ta 99-1) 971 = a7! — «(09-34 
(0712997?) , hy p iz 3 BN 


3-ta =a0-1— a (09-2 + a (99-8 — . 
JL BJ (6-4-48) Æ n= 一 1 的 特例 ， 因此 时 ( n ) =(~1), 由 上 式 


经 归纳 法 即 可 证 明 (6-4-43) 对 0 亦 真 . 
今 证 

命题 5 EP-va6Q-YX(-1)b07, (@= 2, a= 

i29 foo ? ov’ | . 
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ala), b= bi (2), HAAS, M 
G) Res (P(e, 20e" Q(m, ae") =0 (6-4-49) 
当 且 仅 当 
= (7) Amir 0 (m=0,1,), (6-4-50) 
其 中 uo Res (Sik) =f, 
并 约定 当 I> m0 i] (7)- 一 0, R2 60 wt 6,=0, 


(i) Æ ao bo= 1, 9I (6-4-49) REHAR PQ'-1; 

(i) FF ao =0, b, 1, 则 (6-4-49) 成 立 当 且 仅 当 P=0. 

证 明 (i) 记 5=m1 一 ww， aia). BIPM, FA 
诸 式 中 求 和 指标 均 为 从 0 到 +o, RME 

Sz Res ( P(x, 0)e-Q(a,, 0)e-**) 


= Res C33 aibi 6099) = SO a(o) Days sas) 


= > -一 ò D oaop, a -i 一 的 Jat bes). 


nil m! n 
由 5 之 任意 性 即 知 (让 之 结论 为 真 ， 
Gi) 当 qo 一 bo 一 1 时 ,我 们 有 
P= (2(—1)b0") (2:( -1)07a) 
-2X —1)/*5,9-6*2q, 一 1+3 —1) By Oo, 
EI) | = (- L 8,043 (- —1)! ( a ) agere 


= 1- v —1)" ( D (>) bocas) à on 
Hi ul 


比较 (6-4-50) 式 即 知 结论 为 真 . 
(ui) 当 卫 =0 时 当 有 (6-4-49) 式 , 故 只 须 证 明 当 co=0 时 可 
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由 (6-4-50) 式 推 知 所 有 4; 一 0 我 们 归纳 假设 4 一 41==… =a, =0, 
则 由 (6-4-50) 式 有 


iy 
0— 9 | ) aP b, iua 
Li \ 7 


r 
= N ita) 
=ar bot D librii t =, 1 ) ai b, I pua, 
tor >i, 


注意 到 最 后 一 个 和 式 中 应 有 7 一 -IT>0, 即 <r-IHLsr, Bi 
由 归纳 假设 上 式 右 端 两 个 和 式 均 为 零 ， 从 而 wj:=0, 归纳 证 毕 . 


今 设 
PH bt wy 397? - -«, Q= 1 — wid! + w207? — w$0-9 e, 
(w= w(x), w = wi (a) ) (6-4-51a) 
wa, k) = Pet = (1+ovp t+ wef 8 oe) etfi, 
| (6-4-51b) 
w* (o, b) = Qe £9 = (1-E wf t + ol 2-4» )o- 90D 
(6-4-510) 
L-P8P-^, B= (L^),. (6-4-52) 
命题 6( 双 线性 等 式 , 见 章 末 [91.[101) 在 上 述 记号 下 ， 
Res (wla, k)w'(v, &)) =e (6-4-53) 
当 且 仅 当 PQ"= 工 帮 
A = Bow, (6-4-54) 


证 明 充分 性 . Wt PQ'—1 及 (6-4-54) 成 立 ， 则 由 命题 5 A 
Res(w(2y, sa, ++, k)c' (a4, ta, «+, k)) =0, (6-4-55) 
将 式 中 w(i) f 821 — 24 REJT of GE 
Res (4) ws, gg, te, b) nw" (zi, ma, or, &))-0. 
Hit (6-4-54) 8f R, 0w/0x, WHA (0/021) w 的 线性 组 合 , 故 由 上 
dE 
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Res (4 x-) (27 w(z, k) u (e, b))=0, 
由 此 即 推 知 (6-4-53) 为 真 . 
必要 性 ， 设 (6-4-53) 式 为 真 , 则 有 (6-4-55) 式 , 故 由 命题 5 知 
PQ* =1, 此 外 又 有 
Res ((-2--B,) w(w, k) wla", ki) 
= (—- 5,) Res(w(a, b)-w'(a', b) 0, — (6-4-56) 


另 一 方面 注意 到 D-PeP- 从 而 Pe- LP, 故 有 
Gi n) w(a, k) 


&f&+P za DE B, Pe 


“(ah 
-( 


On, 
2P EP-AP)e 
-($ Pa- B,P) ef 
-(2 Bt LP- B.F) of 
(2. Tr). P)e, (6-4-57) 
这 里 我 们 对 拟 微 分 ? my Pid . 
P-=P-P,, (6-4-58) 


BAR, SE Ur) - P rb BERG 2 的 阶 3-<0, 故 让 (6-4-56) 及 (6- 


生 57) 式 ,结合 命题 5(iii) 知 (6-4-54) 式 为 真 ， 
由 命题 6 J& (6-4-46) st, uf Att. | 
推论 Bw, w" 如 (6-4-61b, ©) Br, Hi w Jy K-P 方程 族 相 
应 线性 向 题 族 (6-4-46) 的 解 当 且 仅 当 双 线 性 等 式 (6-4-53) 式 成 立 
下 闸 我 们 运用 上 一 小 节 所 发 展 的 方法 来 构造 满足 双 线 性 等 式 
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的 解 。 为 此 ,在 外 中 取出 子 集 
G(V, V*) - {gE |g $848 gV g? —V, gV*g?-V*) 
(6-4-59) 
式 中 条 件 gV g^ —V, gV*g? —V*, BANE AE ICA Bh STE BE (am), 
使 得 


9 i, 一 2, Ur Qs, ig 一 295 . [ 。 (6-4-60) 
BRER, gu. 5i dug, Ug 与 9 由 可 (经 由 同一 阵 ) 互 相 表 出 ， 这 
样 元 g 的 例子 如 


g71— Qr) Gerd). 
此 时 易 验 证 ， g= i+ (bt) 0r), 
Wan = Osan — (Sim t Sym) (Sint Sin), 
注意 由 定义 GC(V, V») XT 并 中 乘法 构成 一 个 群 . 
EX ME—-GgEGV, V*), v-g|05, 5 
we v) 2-4 0l a H(a) A 
为 函数 v(w, v) | «0jg(z)]|0»2:«0]e"'?g]0» (6-4-61) 
对 于 给 定 的 7 函数 zlz) = r(e, v) ELKEN 
wa, kh) =(X (b)v(z))/v(v), (6-4-62)* 
w (a, kK) - CX*(k)v(z))/v(2), (6-4-62)7 ` 
其 中 X(h), X*(5)8(6-4-24a, b) Bros, 
命题 ?( 见 章 末 [9] [10]) 由 (6-4-62)* 所 确定 的 w 与 w* 满足 
双 线 性 等 式 (6-4-53) | l 
WEB] (6-4-61), (6-4-25) +, 我 们 有 
wte, 1) XOU le'g]0) ~ <ilery glo> 
ol 


| 
a TD 


1 ， 
X*(bole glo» FS ~ Te) |0> 


"e CREE 


因此 ， 
Res(w(z, k)w' (a, b)) 
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y Res tle aDgio 711v (bg)0>). 


1 
= T(a)v(w 
FARINA S) 5j d Co) PURSE SK (674-17) 4n 
Res(a(w, k)w* (a, k)) 


-* VUE MUI < Hen dg [a> 


RED 
(6-4-60) > (1 p 10> 4 —1 e gha [0> 
Pew) v (x) Te) — 
注意 到 m>0 Bp pal >= 0; n<O Bf ,[0» —0, Sk hye, BOUE 
得 双 线 性 等 式 


由 双 线 性 等 式 可 进而 推出 v 函数 本 身 所 浇 足 的 方程 ， 为 此 推 

演 如 下 
, O= Res(.X (E) v (2)  X' (E) v(a")) 
ee E na~ Sor, =) 

PE ESR PPAR ONE x — o —y, a! ay, 得 
0 一 kes (o (m s 4, tsa- Er, =) 

(mo 十 T Pi Yat um =) e em) 
SM Res (ot e(a yr (o — —y)) aT) 


-PČ lat yv (9 9) + (Shin —2y))) 
wnt 2y) pi. (O,) v (a y) v (o — ~y) 


= = pi - 2y) prya(8,)(exp À yi rz) —£) | zo. 
(6-4-63) 
今 定义 站 线性 算 子 (Hirotay 见 章 来 [人 ]) 
PQOAX)f (2) «9 (a) 
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=P (sonar) GE) 7) PHO eee 
P(8,) (f(e+y)g(@—y)) ly=0, (6-4-64) 
则 由 (6-4-63) 有 


X» 2y) paa (Do) er 5 


其 中 D.=(D;, T Da, $ D. ^). 
: (6-4-65) 3 BI v 函数 所 满足 的 方程 , 亦 即 K-P 方程 族 的 双 线 
性 形式 ， 在 本 文 撰写 过 程 中 ， 我 们 将 这 一 方程 写成 了 更 明显 的 形 
x, 为 此 推导 如 下 : 
Zip —2Y) Pisa (D) o7 


es {3 —=2y) D^ pa Ds 


Y 


P e(m)-v(s)*-0, (6-4-65) 


-r CM panD E D 


a, 


= (s. LA Dial+1 (pe) 


因此 , 对 于 每 一 重 指标 y 7 (CD, » (2), «2, EE v 函数 
满足 的 方程 
< 8)! 
PE. m «168! 
顺便 指出 , 当 |w| 一 奇数 时 ， 
D*vvz (DEP Dg...)9-7—0. (6-4-67) 
Xs. Eid 0' 70/02, ' =r), FAA 
D?r 7 — ][(2; 0) ree’ |. 


-2 (5) (—1)'*9'29*- 8v el, oat 


Piai (D) Dar.zr 一 0. (6-4-66) 


-X ( s) — 1) Pg qiu) (6-4-68) 
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€ ali) 
一 开 ， 
(T aw) 
&-Tler^, C- 1^ - TEC- 049 1), 
于 是 由 (6-4-68) 式 得 
2 D'z-M (;)« 一 于 )4 十 《 —1)9-8)4G-5445 
-(i4(—1)*)D'v.vr-0. 
(6-2-67) 的 例子 如 
Prrz 一 0， (|aj 1), DiDir-v—0, (la! =2+1=8), 
作为 (6-4-66) 的 特例 , FR y= (3, 0, 0, +), 注意 到 
3=3+0= 241-172-043, 
即 得 相应 的 双 线 住 算 子 
P= p(B) Di op) 2i 


这 里 与 3.5 段 相仿 记 


eC p (D) D CE pa(D) 


= -~y (DE - 8D, — 40,0, :3D84-6D,), 
注意 到 (6-4-67) 式 , MBH Pr 0 H | 
(Di-4.24403+3 DP vv — 0, 
G um (loge ce, 此 方程 即 化 至 K-P 方程 
Susa EUe, +6 tu + uu dum OL 

By LER ERR AE A, 34 r(e) E K-P 方程 族 的 + 函数 时 ， 
e" Or(z) (a~con st) Wie v 函数 ,此 处 X (p, 9) 如 (6-4-34) 式 
所 定义 .显然 是 平凡 的 z BR. 从 而 


T(x; 41, Pi, 5 *' du, Dy, qx) =(exp Sax S77 a) 1 
ai} K-P 方程 族 的 一 个 * 函数 ， 


353 Ji w TUBES 


不 难 验证 
X (p, get no-tea 
TL gie P-E EOE E pE EaD | 
] —9gi)(qd-p) 
由 此 排 知 x. " SpE CE, PT PU am Hh 故 得 
TH; Gis Po qu s Ow, Py» px) 
=1+ X aeit © Cyma 
a 1ei fux 
1 ey G0, Cit Cg, T Cp) ett oo, 
(6-4-69) 
JB ££, p) -£(, q), 及 
(py ~— Px) (gj ~ 
(Pi~ 9:2 Cq — By. 
(6-4-69) fk 7; K-P 方程 族 的 N- 孤立 子 解 ， 容 易 验证 
eT P Ova, Prs Qrt Ax, Prs Qu) 
=T (0; 01, Pi, Qu ***5 On, Dx, Qvi 6, D. q), 
故 顶点 算 子 X (p, g) M4 FMA~-F SET IY Bäcklund 
变换 , 
43 ERE gl) 及 其 仿 射 子 代数 
李 代数 gh (oo) 的 定义 如 下 
多 (co) 一 { P aa: hhi: } DC, 


其 中 ibs: 30 (6-4-36) Br EL, JET Me (04) WE 


Ch, = 


G30, Vis, ]é—3| 5 N, (6-4-70) 
(N 为 某 正 束 孝 ,不同 的 阵 N 可 以 不 同 ). 
注意 到 A = (babs, dudit], 


即 可 由 本 节 命 题 1 HE 
[Bap bys, Dbw yapi] = Eon: ht: +-01, 
(6-4-T1a) 


03 


第 六 章 Kac-Moody 代数 与 可 积 系 88 


其 中 
Cy = Danby — bum), (6-4-71b) 
c=( SM — M )aubu, (6-4-T1c) 
450,420 h<0, 320 


易 见 , H (ais), (bi) BE (6-4-70) BY, (eu) IRR, 故 gl (00) RF AE 
换 子 运算 (6-4-71a) 和 构成 带 中 心 项 的 李 代 数 . 
今 在 %(co) 中 引入 由 如 下 元 生成 的 子 代数 
G= Strath, fie D bir, 


nz=j (mod2) HE (no.12) 
hy= Dan (由 一 十 So (9 =0, 1), 
(6-4-72) 
(注意 到 : Witri =ni pi Brej€ gl(co), IHE, Ego), A 
易 验证 ,这 些 生 成 元 之 间 的 交换 关系 为 
Le: fil = 05h, [hi, hy] =0, 
[hs, e] 7 auen Uh, fil = — tafi 
(ade,)!7*6,—0, (adf) -f=0 (4% 9), 
Hp (au) H AP 型 广义 Cartan PE (HL 2.2 Eb), 
2 一 2 

7 | (oO=( 3 2 
比较 仿 射 李 代数 AP 的 生成 元 关系 式 ， 可 见 由 上 述 生 成 元 (6-4- 
73) 生 成 的 gh (oo) AIF AR BOE SE AP, 可 以 验证 , 4 gm etek, 
Xi, +, Xs€ AP B, 相应 的 7? BH (o, 9) - (0e gO BA 


性 质 . 
Or(z)/0s3—0  (j—1,9, +), 
这 时 ，K-P 方程 族 (6-4-66) 中 应 略 去 所 有 侦 阶 双 线 性 算 子 Ds, D, 
…， 此 时 , K-P 方程 即 化 为 众所周知 的 KdV 方程 族 . 如 由 前 面前 
K-P jr f (Di--8D$ —4D,.Ds) vv =08] iH 
m (Di 4 D4Dj)v-v —0, 
F u-2(logv),,, Bl $ KAV 方程 
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A the, = Unies O Utes, 
Date 等 人 证 明了 一 系列 文献 中 业已 出 现 的 许多 孤立 子 方程 
都 可 经 由 K-P 方程 族 的 简约 而 来 ,而 每 一 种 简约 都 对 应 于 一 类 仿 
射 李 代数 ， 例 如 Boussinesq 方程 
(DI+3D2 f+ f=0 (f=r), 
3 lest Veremert 6 Uem +6 (un) —0, u=2(logf) ne, 
对 应 于 仿 射 李 代数 AD. Rin OKdV 方程 
e —4D,D)f-f —69^—0, f= |, e -o 
(Di+ 2D3)f-g=0, g= (Ov/Oxs) |a-e i-o 
f — fue, F L2titter + Vere, — Ot Uu, — 0, u= (log) ger, 
We, t 6Ue,+ Vemm = 0, v= g/ f. À 
对 应 于 仿 射 李 代 数 OM, 又 如 仿 射 李 代数 DOE 引出 所 谓 Tto 方程 
Uus T 2 (Uae, +3 etu ) e, 770, w= (log fe, 
FHT | ereo, 
SS, Date 等 人 的 方法 还 可 以 用 于 研究 主 手 征 场 ,Heisenberg & 
磁 链 , 及 两 维 Toda 格子 等 , 在 此 不 再 细 述 、 值 得 注意 的 是 ，Date 
等 人 的 方法 与 上 一 小 节 中 介绍 的 Apunhesy 与 Coxox08 的 方法 在 
仿 射 李 代 数 AY 5 0P 等 都 引出 同一 孤立 子 方程 ， 这 表明 这 两 种 
方法 间 存 在 着 内 在 联系 ， 更 深入 地 研讨 这 两 种 由 仿 射 李 代数 引出 
可 积 系 的 方法 将 是 件 很 有 意义 的 事 . 


Sb 对 称 , WAR% Virasoro 代数 


ARMII H (u, ws, Uy, Veer Guy, yy, t) =O RER 
Fi WER uv > ut on 下 形式 不 变 ， 则 称 n= uy ves vy, +) wat 
方 黎 的 对 称 〈 更 确切 地 说 ，7 是 方程 =0 的 不 变 变换 群 的 生成 
X). 一 系列 研究 表明 对 称 具 有 李 代 数 结构 . 下 面 我 们 以 主 手 征 
萄 模型 和 非 等 谱 AKNS 方程 为 例 作 一 简单 说 明 ， 
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设 为 一 线性 李 群 ，@ 为 其 李 代 数 ( 亦 即 G Zo npe TAE 
阵 乘 法 构成 的 群 ,人 与 G 的 关系 大 致 如 A C G — eC G). 
设 g=g(&, NEG, 


=g "Gig, Ar =g In (6-5-1)* 
(9: .=09/0n 等 )， 所 请 主 手 征 场 模型 是 指 方 程 
Apne Ay, =O, (6-5-1) 


容易 验证 此 方程 为 次 之 线性 问题 对 的 可 积 条 件 ， 
h(a) Aah, d, (3) Aj, (6-5-2) 


故 主 手 征 场 方程 (6-5-1)- 为 $1 所 述 Las 音义 下 的 可 积 系 ， 又 易 
验证 方程 (6-5-1) 为 变 分 问题 的 Bnler Jj, MN HY Lagrange 
密度 只 为 


Q= —tr(A,4,), (6-5-3) 
考察 无 穷 小 变换 ( 见 本 章 末 [25]) 
g> g> ëg, 6g= — qT, (6-5-4) 


HRT =Sal,, a 为 无 穷 小 参数 ，{ 人 为 台 的 一 组 基 ， 不 难 证 
Bj, 9 在 此 无 穷 小 变换 下 的 改变 量 可 以 表示 成 散 度 形式 
ER = (tr (B/T)),,-- (tr CCBA)),,, 
(Br Anab, B, AW), 
故 与 & 相应 的 Baler 方程 在 无 穷 小 变换 (6-5-4) 下 不 变 ，5g 即 方 
程 (6-5-1b) 之 对 称 ， 今 记 
dep ~ 9bT ab *, Te X odii V — (A, 9), 
d.g= -gp Tep, Te= SBT, W = bn’, 9), 
FRA [20] PIER T dag 与 959 的 次 之 交换 关系 式 
[Sar 851g (Sag + 959) 一 Sa9) 一 (85(9 十 Sag) — deg) 
"E: Se, 8 ' [Sa 
[ s- i [S; SH ， (6-5-5) 
其 中 Sem bT ah, H 549 一 一 9Ss SRA N RF: 
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8,77 2,M0pg, OP J= Dag, 
n> 


即 可 由 (6-5-5) 引 出 
BP, 3» 1g- X c8, (6-5-6) 


其 中 00 AG 的 结构 常数 ， 即 [7 T= GT. 将 此 式 与 圈 代 


数 @(2.4 段 ) PRT =PO 的 交换 子 关系 比较 即 见 8” BA 
轿 代 数 结构 ， 其 后 的 研究 又 表明 ， 在 考察 了 场 论 模型 中 的 反常 项 
后 , 这些“ 隐藏 对 称 ”对 应 的 无 穷 维 李 代数 将 出 现 中心 项 , 其 详情 可 
见 章 末 [27]. 

主 手 征 场 隐 对 称 的 上 述 圈 代数 结构 是 Dolan 首先 发 现 的 ， 之 
后 引出 了 一 系列 的 工作 ( 见 章 末 {[281)， 许 多 两 维 场 论述 型 ， 如 自 
对 偶 杨 一 Mills 场 , 对 称 空间 中 的 轴 对 称 定 态 Binstein 方程 等 ,都 
存在 类 似 的 圈 代 数 结构 ， 葛 墨 林 ( 兄 章 末 [38] ) 在 这 些 工作 的 基础 
上 用 无 穷 小 Riemann-Hilbert 变换 方法 证 明了 任 疮 可 积 系 都 在 
在 上 述 轿 代数 结构 . 

HE 2.2 Bet, RH O= A, 出 发 经 两 步 扩张 引出 AD 时 曾 说 


明 ,更 一 般 的 ATP 还 应 在 第 二 步 扩 张 之 后 加 入 导 子 d= 入. 


d 
— ft AD enti 
Jk < d, 入 dA , 
dant) ar) d 
[ 有 al= nti —AamtL 
则 (ds, dn] ¢ dà. A ah dà, 


d 


= (an —n) Ament 4d (m — n) dg in. 
一 般 , BERKS 的 一 组 基 {a} 之 交换 子 关系 为 
[Gas Gm} = (m —n)a, y, 
我 们 称 仿 为 (不 带 中 心 元 的 ) Virasoro 代数 ， 久 一般 可 进而 加 入 
中 心 元 c 而 扩张 成 独 , 此 时 其 元 的 交换 关系 为 
|o. Gs] aĝ, Lans G5] = (2 — 1) Gs m Grane 。 
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Hy Jacobi 等 式 [[ej a], ey] - eyele 0, AUER com 应 满足 等 式 
(j—))e ig (63) xt (6 5)og,,;70, (6-5-7) 
容易 验证 au A (FD) duso 
Fy (6-5-7) 的 解 ， 此 时 ， 
[Le;, 
于 是 ， 我 们 称 基 元 满足 交换 关系 (6-5-8) 的 李 代 数 沁 为 Virasoro 
代数 ， 这 类 代数 与 Kae-Moody 代数 关系 密切 , 近年 来 这 两 类 代数 
在 场 论 模型 的 研究 中 已 获得 越 来 越 多 的 应 用 ( 见 章 末 [27])， 
下 面 简 要 说 明 非 等 谱 AKNS 族 之 对 称 具 有 上 述 ( 不 带 中 心 元 
BY) Virasoro 型 代数 结构 . 
考察 线性 问题 


ntm, oC, (6-5-8) 


Jus — Uy, dum Vg, (6-5-9) 
其 中 U -VgctVi, V= (WW), 
Vo- (0s0) xxx, ou o5 ($5 3), 
Vi (0. —85)u5) xa, 157 uuo, t), 


W-3Wac, W.eqU,W], 
(QW), SW art 
(6-5-9) 的 可 积 条 件 引 出 Ay. 中 的 AKNS 族 (参见 (6-3-16)) 
U,-VP+(U, V]=0, (6-5-10) 
在 83 中 ， 我 们 是 在 等 谱 〈 即 谱 入 不 随时 间 变 化 A, = 0) 条 件 
下 引出 AKNS 系 的 ， 此 时 U,=Vw、 在 非 等 谱 条 件 和 一 入 下 ， 由 
(6-5-10) 引出 的 方程 族 称 为 非 等 谱 AKNS 族 ， 今 令 
Aa, (6-5-11) 
其 中 a~0 或 1， 和 由 此 引出 的 方程 族 包括 了 等 谱 (se= 0) 与 非 等 谱 
(a 一 1) 两 种 情形 、 此 时 , (6-5-10) 化 至 
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大 To 一 7 十 [ID 太一 0. 
为 表明 方程 族 与 a 之 相关 性 ， 我 们 改 用 W RW HW 与 
V^. WRIT Ug 
Fitar o- (Wz0-- [U, W] -0, (6- 5-12) 
Hp W= (MW), mW 满足 方程 


aVo—Wat[U, W*] =0, (6-5-13) 
不 难 证 明 ( 见 章 末 [29]), 此 种 非 等 谱 AKNS 方程 族 形 如 
dV ,/dt = : [V Wil, (6-5 —-14) 


其 中 i 一 如 表示 时 间 变 元 , GAL PR 与 w 是 为 了 表示 此 方程 
5 Wi 相关 (可 与 方程 (6-3-17) 相 比较 )， | 
注意 , 若 我 们 依然 认定 A= 0, 则 (6-5-13) 可 写作 
We=(U, fT], 


Kp i [P We-a -i —. WARS AKNS 族 可 以 看 作为 在 带 导 子 
d= 页 HY EAR Re i ABC, 入 "Ca 中 考察 线性 问题 
um Uy, he= Vp 

的 可 积 条 件 引 出 的 , 其 中 IP T, 
对 于 非 等 谱 AKNS 族 (6-5-14) ,我 们 证 明了 ( 见 章 末 [29] )， 
命题 bo, 2 为 取 值 0 或 工 的 指标 , 则 有 


(i) oe 一 0， TE = Fe (k>0), 


其 中 Fii-aG-1)Wiaa SYUVS Wiss s 


(ii) > [Ws, Wi-.J=(b-a)(k-1)Vix (521), 
其 中 =W}. 
利用 此 命题 我 们 证 明了 下 面 交换 关系 式 
B [F2 ms Fs 可 一 (mb 一 —na) Fs min-is (6-5-15) 
其 中 a, b, C 一 0 或 十 H 可 以 证 明 ， Fein AE Wi AKNS 族 的 对 称 ， 
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(6-5-15) 即 给 出 了 这 种 对 称 的 无 穷 维 李 代数 结构 ，(6-5-15) 当 
%=6=0 一 0，W=2 时 给 出 了 六 =2 的 等 谱 AKNS 族 的 李 代数 结 
构 , 是 [30] 中 首先 运用 遗传 对 称 的 方法 得 出 的 . 

值得 一 提 的 是 ，(6-5-15) 提 示 我 们 一 种 与 Virasoro 代数 相仿 
的 李 代 数 的 结构 ， 即 设 李 代数 O 的 基 为 

{XV |a=0, 1; n€ Z}, 
其 交换 关系 为 (XS, Xi] (an— 0m) X ina. 
容易 验证 Jacobi 等 式 
[[X%,, X*,], X1]--eyele- 0 

满足 , 故 邓 确 为 一 类 无 穷 维 李 代 数 ， 当 a-b-1, Xam XQ, 
CX BI Jg RAE HD EAS) Virasoro 代数 的 一 组 基 。 

近年 来 , 有 关 仿 射 李 代数 与 可 积 系 的 关系 之 研究 日 趋 活跃 ,本 
文 介绍 了 其 中 较 有 代表 性 的 工作 ， 有 关 的 其 它 工作 还 有 (MEK 
[32] ~[37]), 限于 篇 幅 不 再 引述 了 ， 深 入 研究 可 积 系 的 李 代数 结 
W, -TATARA AWE RT, 必 将 有 助 于 可 积 系 的 一 些 基 本 
问题 的 解决 ， 妈 总 求 一 个 非 线性 问题 可 写成 线性 问题 可 积 条 件 的 
判别 法 则 与 寻求 线性 问题 的 可 行 的 算法 @. 


- O KERAY 1986 年 11 BALM THAT 1987 全 工 月 南开 大 学 
可 积 动力 系统 讨论 全 ;报告 过 ,作者 说 在 此 向 谷 起 豪 、 胡 和 生 、 何 国 柱 先生 囊 示 要 作 的 
Bik, aU Tey SE. 
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第 七 章 
孤立 于 理 沦 与 微分 儿 何 学 


A fo E 


-一 一 一 -一 ~ 一 一 一 -一 一 aD, 


经 典 微 分 几何 学 中 出 现 过 许多 很 有 意义 的 偏 微分 方程 ， 落 名 
的 sine-Gordon 方程 就 是 首先 在 微分 几何 中 出 现 的 . 

19 世纪 出 现 了 非 欧 几何 学 ， 接 着 又 知道 ， 欧 氏 空间 的 负 常 
曲率 曲面 能 够 局 部 地 实现 非 网 儿 何 ( 即 非 欧 平 面 的 几何 )， 因而， 
对 负 常 曲率 曲面 的 研究 很 受 重 视 ， 在 研究 中 出 现 了 sine-Gordon 
方程 及 其 Bäcklund 变换 ( 见 章 末 [2]). 一 个 负 常 曲率 曲面 对 应 于 
sine-Gordon 方程 的 一 个 非 零 解 ,而 Bäcklund 变换 恰 对 应 证 伪 球 
线 汇 (定义 见 后 文 ) 中 两 个 焦 曲面 (具有 相同 的 负 常 曲率 ) 之 间 的 变 
HK, 同时 Backlund 变换 也 是 sine-Gordon 方程 的 解 之 间 的 变换 ， 
这 些 都 是 很 有 兴趣 的 结果 ( 见 章 末 [3] 、[5] ). 

_ HAR, sine-Gordon 方程 及 其 Backlund 变换 是 在 微分 几何 学 
的 研究 中 发 现 的 ， 人 们 在 那 时 只 是 把 这 些 研 究 成 时 看 作为 微分 有 
何 中 的 定理 ,日 子 一 久 ， 对 此 也 遂 渐 不 太 了 予以 重视 了 ， 直 到 sine- 
Gordon 方程 的 Bäcklund 变换 在 孤立 子 理论 中 起 了 重要 作用 ， 人 
们 才 逐 步 认 识 到 微分 儿 何 学 在 孤立 子 理论 中 的 意义 与 作用 ， 

其 后 ， 许 多 作者 注意 运用 微分 几何 中 所 出 现 的 方法 于 孤立 子 
理论 , 例如 , Darboux 变换 , Cartan 的 延 拓 系 统 理论 , job 从 等 , 在 制 
作 多 种 类 型 的 孤子 方程 的 Bäcklund 变换 中 , 产生 很 大 的 作用 . 人 
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们 又 发 现 ,孤立 子 方程 可 以 作为 线性 可 积 系 统 的 可 积 条 件 , 而 可 积 
条 件 本 身 则 是 纤维 从 上 联络 的 零 曲 率 条 件 ( 见 章 末 [ 填 、[24])， 此 
外 ， 人 们 也 认识 到 孤立 子 方程 与 调和 上 映照 及 曲面 论 的 基本 定理 均 
有 密切 联系 , 这 就 提供 了 从 孤立 子 方程 的 解 , 构造 出 用 应 的 调和 了 册 
照 及 曲面 的 方法 ( 见 [6] ~ [9] ，[11]，[12])， 更 进一步 ,我 们 在 章 
末 [9] 文 中 还 指出 , 容 有 SO0(3) *3 SO(2, 1) 线 性 可 积 系统 的 偏 微分 
方程 ,实际 上 是 Re BR? 中 各 种 球面 在 各 种 不 同 标 架 下 的 Gauss 
方程 ， 从 此 出 发 ,我 们 给 出 了 一 个 一 般 方法 , 来 判别 一 个 已 给 的 非 
线性 偏 微分 方程 =0 是 否 容 有 SOB) 或 SO(2, 1) 的 线性 可 积 系 
统 ,使 得 上 =0 就 是 这 个 线性 系统 的 可 积 条 件 . 

在 高 维 弧 立 子 理论 中 , 将 会 用 到 更 多 的 微分 几何 , 这 将 促进 孤 
立 子 理论 的 研究 与 微分 几何 学 的 研究 的 发 展 ， 这 是 值得 进一步 探 
讨 的 课题 , 在 章 末 [22] [23] 已 得 出 古典 的 Backlund 线 汇 在 高 维 
空间 情形 的 一 种 推广 ， 限 于 篇 幅 , 在 下 面 只 选择 了 部 分 材料 , 有关 
Backlund 变换 的 Darboux 阵 方法 ， 本 书 中 已 有 专门 一 章 讨 论 . 
在 本 章 中 我 们 首先 介绍 曲面 论 的 基本 事项 作为 预备 知识 ， 接着 是 
Sh EL HH Tf 5j sine-Gordon 方程 ( 见 章 末 [5]); 特殊 孤立 子 方 
程 与 调和 喘 照 ( 见 章 来 [6j 必 [8] [1] ~ [14]); 容 有 线性 可 积 系统 
的 非 线 你 偏 微分 方程 的 决定 与 构造 ( 见 章 末 [9]); 最 后 介绍 孤立 子 
曲面 的 一 些 结果 , 见 章 来 [19] ~ [21]. 


81 曲面 论 的 基本 事项 


HES IRE Reh, RT RRA PG, y, JHE 
WE, :| 一 sy te SBR RR ?一 zut uà) eu 


Be (ot, DAREMA ae, i= EE. 是 曲面 的 法 向 


je x es] 


E, QU. ea, 0 MMU P AAA, POS 6s, eo 是 由 曲 、 
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面 的 参数 表示 自然 地 产生 的 ， 所 以 这 种 标 架 称 为 联系 于 参数 才 示 
(ut, uw? RO EL SR ERR, 简称 自然 标 架 ， 对 ,oo, 五 进行 微分 , 然后 
再 把 它们 写成 so n 的 线性 组 合 , 就 得 到 曲面 的 基本 方程 
dr = dure ,. . 
dezaion (a, b=1, 2, 这 里 和 式 符号 省 略 ), (7-1-1) 
dn= whey, 
式 中 ob, wt, wt ME ut, e 的 一 次 微分 形式 . 
曲面 的 第 一 基本 形式 是 


I= ds? = d? -dF = gadu*du, (7-1-2) 
式 中 
Gur 77 Ca" Eo ™ Ora, (1-1-8) 
由 于 
Medea t ea dn=0, 
所 以 o I o 之 间 有 下 述 关 系 
On = — Say, (7-1-4) 
ii 
e = badu’, (7-1-5) 


由 d? —0 还 可 以 得 出 o Adu®=0, 所 以 ba — bu, 我们 称 
l H= —d?-dn= — gmobdu’ = badutdu? (7-1-6) 
为 曲面 的 第 二 基本 形式 , 其 系数 
bay = a, 2n OF _ 
Qu? au? Qu*Qy^ . 
coz 可 写成 
e = Dus, (7-1-7) 
T, fe HH AY Christoffel 记号 ， 又 称 为 Ohristoffel 联络 系数 ， 事 
实 上 , AAAI. 满足 
foie 
d gay — act — Gonos = 0, 
由 这 里 可 知 ; Do 由 go 及 其 导数 所 决定 , 其 具体 表达 式 为 


(7-1-8) 
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C ou 1 cd Ô Goa Ó Joa — 2 ge) t 
Te zI (Se + Ow Qu* / (7-1-9) 


把 基本 方程 (7-1-1) 进 行 外 微分 , 就 得 到 (7-1-1) 的 可 积 条 件 ， 
BUB d? =0, 从 (7-1-1) 的 第 二 式 及 第 三 式 的 外 微分 , 得 到 
deo -Ha A w= ex; ^ eb, (T-1-10) 
di oi A ox 0, (T-1-11) 
(1-1-10) 5i (7-1-11) 4) 5 f Jy Hl AY Gauss 方程 和 Codazzi 方程 ， 
(11-10) HAE Tri A 
dc + coe A co = i Rica’ Adu’, (7-1-12) 


a ər? T? | 

Ria Gt ore HI TaI  (T-1-18) 
FKR E RI, 它 基 由 第 一 基本 形式 系数 Ja 及 其 到 二 阶 为 止 
的 导数 所 确定 的 几何 量 . 


"HH (T-1-10) FF (7-1-4) BR (1-1-5) , 得 出 
l- Riad \dul = bedu Ag*badut, — (T-1-14) 


2 
因而 
Rica= 一 gy” (baches — babe) . (7-1-15) 
如 记 
Praca = Yoo Rica; (7-1-16) 
因而 
Risca = bpcboe — Bachia, (7-1-17) 


Atha, b, c, d RAE 1, 2, (T-1-17) 实质 上 只 有 下 述 一 个 式 
T. BE 


| oa 一 64Daa 一 0 (7-1-18) 
这 是 .Gauss Jj EIL — HR, 它 还 可 以 写成 
Rima e by 1b29 — bia =K (7-1-19) 


911922 — Jia — gaga Gia 
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(96 ya arn 
K OHM M HE SEE Gauss 曲率 ， 在 Gauss 以 前 , 玉 是 由 第 
一 其 本 形式 和 第 二 基本 形式 的 系数 所 确定 的 ( 匈 (7-1-19) 的 第 二 
等 号 ), 而 Gauss FEMER, K 实际 上 可 由 第 一 基本 形式 完全 确 
定 ( 见 (7--1-19) 的 第 一 等 号 ), 这 便 是 有 名 的 Gauss 定理 ， 
外 微分 (7-1-1) 的 第 三 式 , 所 得 出 的 只 是 Godazzi 方程 的 另 一 
种 形式 , 并 不 是 新 的 方程 . 
因而 , 对 于 给 定 的 一 个 曲面 8, 它 的 第 一 , 第 二 基本 形式 必定 
满足 Gauss-Codazzi 方程 。 反 之 , 如 果 已 给 两 个 二 次 微分 形式 工 - 
Indutdw (a, b=1, 2, ga WE), IL badudw*, 3f H Gauss- 
Codazzi 方程 成 立 ， 那 末 必 定 存在 一 曲面 ， 它 以 I 和 了 工 为 第 一 基 
本 形式 和 第 二 基本 形式 ， 这 种 曲面 在 局 部 意义 下 除 一 等 长 变换 外 
是 唯 -~ 确定 的 ， 这 就 是 曲面 的 基本 定理 .事实 上 , 这 曲面 — (v, 
v) 是 从 解 线性 方程 朋 (7-1-1) 而 确定 的 ， 但 由 于 (7-1-1) 的 可 积 条 
件 就 是 Gauss-Codazzi 方程 , 所 以 (7-1-1) 为 完全 可 积 ， 因 而 成 立 
上 述 基本 定理 . 
注意 : 81, 2 有 时 可 以 用 它们 的 线性 组 合 来 代替 ， 如果 取 fs, 
fot 61.62 的 线性 组 合 , B. fa 了 s 是 相互 正 交 的 单位 向 量 , 那 末 fp， 
Fs, Ja 大 构成 曲面 的 正 交 标 架 (通常 Ss, Ja 也 记 作 eu cu, AR, 
事先 要 说 明 它们 的 正 交 性 )， 这 时 , 曲面 的 基本 方程 可 写 为 
d=] a, 
df =f tain, 
dn= ox s, 
wr 和 os 之 间 还 应 有 下 述 关系 式 
doto Ao =0 (a, 5=1, 2), (7-1-20) 
ol-Fos$-0 (6, 9=1, 2, 3). (T-1-21)* 
ot di (7-1-20) 及 otto -— 0 唯一 确定 ， 在 正 交 标 架 下 ，Gauss- 
Codazzi 方程 化 简 为 下 列 形式 - 


Yl QA 
do — 0$ ^ ws, 


第 七 章 ” 孤立 子 理论 与 微分 几何 学 847 


do; A- cx ^ o =Ù, (1-1-21)* 
特别 , Gauss 方程 还 可 写 为 
dos = Riya A e = Keo" ^ o. 
此 外 , 还 成 立 exi Nw" — 0, 
如 果 将 欧 氏 空间 R 换 成 Minkowski 空间 Re (也 称 拟 欧 空 
间 有 RR ')， 仍 然 可 以 建立 其 中 曲面 的 亲本 方程 和 相应 地 Gauss- 
Codazzi 方程 ， 这 时 Gauss 方程 为 


dwk= Rinw \ wi = — Koo! A o 
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在 这 节 中 , 我 们 要 给 出 sine-Gordon 方程 与 负 常 曲率 曲面 的 
关系 ( 见 章 末 [21.、 [51). l 

BS HK SE 中 的 负 常 曲率 曲面 ， 即 及 = 负 常 数 的 曲 
H, AMI K = 一 L， 了 下 曲率 线 为 坐标 曲线 并 作 相 应 的 正 交 标 架 ， 
即 以 曲率 线 的 单位 切 向 量 为 és cs。 这 时 


di = a du +o dv= Adué,tBdwà, (7-2-1) 
o= Adu, œ? = Bdv, (7-2-2) 
曲面 的 第 一 基 本 形式 为 
: i ds? = A*du? + Bdv?, (7-2-3) 
第 二 基本 形式 为 


IT = 84 2*9 + b Bde? k (o) kalo), — (7-2-4) 
xh, k: 是 主 曲 率 , Gauss 曲率 5 是 它们 的 乘积 . 
A ATE, 从 (1-1-6) 可 知 第 二 基本 形式 
Il- oio! + c3o?, (7-2-5) 
49 (7-2-4) tr, z 得 到 
= buo! = kb Adu, o= kaw? = kaBav. (7-2-8) 
BEC: 1-20) 
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dwt coy Nwo =O, 


定 出 
w= -地 = E du B. dv, (1-2-7) 
从 Codazzi 方程 
co?-coz 人 oz 一 0， 
得 到 
(54). kode, 
即 
(£i — ka) Ap t+ kid = 0. (7-2-8) 
H Kk ~1, € i= te S, ka= cip 就 有 
一 D : a ^? 
sin *y cos pJ 


代入 (7 2- )) 得 到 
(log 4),— (10g cos +) =0, 
所 以 


4-08 -5 U (uw), B=sin-S V (v), o 
4» du, - U (u)du, dv 六 (ov)Qv, 面 得 到 新 的 参数 ws, vy, 仍 改 记 它 ¢ 
4135 u v， 这 样 ,就 有 


A= cos Z, B=sin Š 


2? 


a . 
«o. — €o8 * du, w*=sin E dv, - 
cz 一 sin $ du, «i- —cos + do, (7-2-9) 


wt= E (adu+ayle) = -二 
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代入 Gauss Jy f£ (7-1-10) 
dws = 03 ^ «o5 = kikat Ne = — c! ^ e, 
得 到 
Og — 044 = SNE, (T-2--10) 
XE L4: sine-Gordon Fy 8, 3x fj JT S| dE BO ARE BR "'sehebyscheff 
ABH, 相应 的 标 架 称 为 Tsohebysehe 纤 标 架 , 容易 验证 Codazzi 7j 
程 是 成 立 的 . 因而 , 由 曲面 基本 定理 得 知 ， 
定理 1 对 于 sine-Gorqon 方程 (7-2-10) 的 任 一 解 a, LA 
过 求解 有 曲面 的 基本 方程 , 作出 一 个 负 常 曲率 其 面 . 
我 们 注意 到 在 "Üschebyscheff 坐标 下 ， 曲 面 的 第 一 基本 形 
AUN 
ds? = cos? $ du? 十 emt d?, (7-2-11) 
第 二 基本 形式 为 
TI = cos -$ sin 5 (du? — dv?) (7-2-12) 


由 此 可 见 , H REKA, 日 &uidz=1: 士 1 是 曲面 渐 近 上 曲线 方 
向 , 这 两 个 方向 的 来 角 的 余 疙 是 


cos 6 = cos? $ — sin? $ — cos a, (7-2-18) 


所 以 , sine-Gordon 方程 的 解 a 就 是 各 点 的 两 个 渐 近 方向 的 来 角 . 
综 上 记述 ， 我 们 也 可 说 负 常 曲率 上 的 Tsehebyscheff MAR LI HEE 
线 为 坐标 曲线 ， 其 特征 为 第 一 、 二 基本 形式 具有 (T-2-11), 
《7-2-12) 形 式 ,其 中 是 曲面 上 两 渐 近 方 向 的 赤 角 . 
上 面 已 具体 证 明 , 从 sine-Gordon 方程 的 任 一 解 可 以 得 出 Rs 
中 一 个 相应 的 负 常 曲率 曲面 . 作者 在 章 末 [11]，[12] 中 统一 考虑 
了 下 述 一 些 和 孤立 子 密切 相关 的 方程 ， 
(7-2-14) 


Ott — Qee = tsina (sine-Gordon), (7-2-15) 
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(7-2-16) 
&;-—9,,* Xsinha (sinh Gordon), (7-2-17) 
mE (1-2-18) 

&4--&,,— sina (sine-Laplaca), (7-2-19) 
. l (7-2-20) 

tasm Esinhe (sinh—Faplace), 7 ow) 


研究 了 它们 和 三 维 欧 氏 空间 R 或 明 可 夫 斯 基 空 间 RP 中 总 曲率 
A+ WS RZ RRA, BRR 中 的 曲面 的 诱导 
度量 ( 即 第 一 基本 形式 ) 总 是 正定 的 , 但是， 对 于 R^C 中 的 曲面 来 
说 , 有 时 它 的 诱导 度量 为 非 正定 的 , RO 中 的 项 面 , 如 果 它 的 诱导 
度量 是 正定 的 , 则 称 此 曲面 为 类 空 的 ; 如 果 是 非 正 定 的 , MEE 
面 为 类 时 的 . 

于 建立 上 述 一 些 方程 与 常 曲率 曲面 的 对 应 ， 关 键 在 于 建立 便 
于 讨论 问题 的 好 的 坐标 系 ， 我 们 在 前 面 看 到 ，sine-Gordon 方程 
与 B? 中 负 常 曲率 曲面 前 对 应 是 借助 于 Tsehebyseheff 坐标 系 , 而 
这 种 坐标 系 的 建立 ， 是 利用 了 这 时 曲面 上 有 实 的 渐 近 曲线 这 一 性 
RR. 对 于 具有 实 的 渐 近 曲线 的 常山 率 上 曲面 ， 其 Tschebysoheft A& 
标的 存在 性 可 参考 陈省身 的 文章 ( 见 章 末 [31)， 他 给 出 了 sinh- 
Gordan 方程 (7-2-16) 与 R> 中 类 时 的 正常 曲率 曲面 的 对 应 关 
f. 

FRAR: R>! 中 类 空 和 类 时 的 负 常 曲率 曲面 的 渐 近 曲线 都 
是 工 的 ， 作 者 在 章 末 [12] 文 中 对 具有 虚 的 浙 近 曲线 的 曲面 建立 了 
相应 的 坐标 , 也 称 之 为 Tschebyscheff 坐标 ， 即 将 Tsohebysoheff 
人 殖 标 扩充 到 曲面 的 浙 近 有 曲线 是 虚 的 情况 ， 例 如 , 对 R** 中 类 空 的 
曲面 的 Tschebysohe 任 坐标 可 和 作 如 下 定义 . 

定义 ”类 空 有 曲面 5 上 的 坐标 系 (i,，%) 被 称 为 Tschebyscheff 
坐标 , NUR S 上 的 第 一 基本 形式 为 
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ds? = cosh? * di?--sinh? 3 da, (7--2-22) 
且 其 第 二 基本 形式 为 
II =cosh $ sinh $ P dz?), (T-2-23) 


在 章 来 [12] 文 中 ,我 们 得 到 如 下 的 定理 . 

定理 2 Halt, «)(a%0)F sinh-Laplace 方程 (7-2-16) 的 
一 解 , 则 存在 ROC 中 的 一 个 曲率 等 于 一 1 的 类 空 曲 面 , 它 以 (i, a) 
7j ''sehebysehetf. A^ d, 即 (7?-2~22)、(7-2-23) 成 立 ， 

上 述 定 理 的 证 明 过 程 中 ， 提 供 了 从 sinh-Laplace Jy jx (7-2- 
20) 的 一 解 a(t, 2) 构 造 出 E>! 中 一 个 常 曲 率 等 于 一 1 的 类 空 曲面 
的 呈 体 方法 ( 见 章 末 [12] 文 ), 而且 曲面 的 构造 步骤 是 线性 的 , 即 归 
结 为 求解 一 个 完全 可 积 的 线性 方程 组 ， 作 为 上 述 定 理 的 一 个 应 
用 ,我 们 从 sinh-Laplaes 方程 (7-2~20) 的 下 述 一 系 解 

o=2sin Bn ( mou) (7-2-24) 
(A, wo PR, HAP + 1, X00, ALT puao) 

可 以 构造 出 一 条 曲面 


4 
| eat- 元 eth (At+ pa), 


1 
ye uat oe ee lee. 5 ' 2-25 
S; | Ash (AES jor) hz, (7-2-25) 
1 che, 


n ASA ju) 
特别 置 X= L, pom 0, WEB EA HUE LRR C12] ) 
$47 0 -- 0tht, 


1 
t= — >; she, (1-2-26) 


1 
t= ~ che, 
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单 参数 曲面 族 9 是 一 族 完备 图 ， 但 在 和 1 时， 可 以 证 明 它 
有 不 能 无 限 延 伸 ( 依 曲线 长 度 ) 的 测 地 线 ， 因 而 得 到 ; 

定理 3 在 六 中 有 完备 图 (例如 (7-2-25) 所 定义 的 曲面 Sa 
以 关切 ) ,它们 是 曲率 为 - 工 的 类 空 井 面 , 但 关于 曲面 的 度量 来 说 ， 
是 不 完备 曲面 . 

如 所 知 , 欧 氏 空间 R 中 的 完备 图 必 为 完备 曲 而 , 而 上 面 的 定 
理 说 明了 R 中 完备 图 可 以 是 不 完备 曲面 ， 这 是 RO 5p Rh 
的 一 个 实质 性 区 别 . 

从 方程 (7-2-14)~(7-2-21) 的 解 ， 可 类 似 的 做 出 各 自 相应 的 
常 曲率 曲面 。 例如 ， 从 sinh-Gordon 方程 (7-2-16) 的 解 , 就 可 以 
构造 出 许多 具有 非 正定 度量 的 曲率 为 一 1 的 曲面 . 

. 为 构造 出 这 些 曲 面 ， 我 们 注意 到 重要 的 一 步 是 选取 适当 的 坐 
标 。 对 于 REOR RU 中 渐 近 方向 为 虚 的 常 曲率 曲面 , 建立 相应 的 
坐标 , 也 称 为 Tsochebyscheff 坐标 现 把 结果 综合 如 下 : 

定理 4 RO RUD hR A gm GO SH TE GB 
点 ) 必 可 被 Tsohebyseheff Apr Bist, KM, 45—. 二 基本 形式 及 
相应 的 方程 如 下 表 所 示 


曲面 符号 HH Teh. ARTF É dS? 
SCR t+ 0-1 o ch? $ dish. ds 
SER? 十 十 +1 ch? > di^ 4- sh? 3 da? 
ICR? 十 一 -1 cos? PELA 一 sin’ da? 
Teh. Abb T BY TT 相应 的 方程 
eh 3 sh FICA da?) da - sha 
oh $ 5h S (GP da?) a= —sha 


cos wsina(d 妇 -dx2) da= +sino 
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$3 Ai. HRA A Backlund 变换 


前 而 我 们 介绍 了 sine-Gordon 方程 与 = 一 1 曲面 的 联系 ， 
即 从 sine Gordon 方程 的 一 解 ， 可 具体 地 做 出 欧 氏 空间 中 一 个 
下 = 一 1 的 曲面 ， 在 这 一 节 中 ， 我 们 要 给 出 sine-Gordon 方程 的 
Backlund 变换 的 几何 意义 ， 它 密切 地 联系 于 伪 球 线 汇 ， 早 在 
1883 4, Backlund 就 建立 了 从 sine-Gordon 方程 的 一 个 解 得 到 另 
一 个 解 的 变换 与 伪 球 线 汇 的 关系 ,他 的 论文 受到 重视 , 并 被 翻译 成 
英文 ( 见 意 末 [2])， 工 . P. Eisenhart 在 他 于 1909 年 发 表 的 落 作 
< 胆 全 与 曲面 的 微分 几何 教程 > 中 介绍 了 Bäcklund 的 工作 ， 并 放 
在 重要 地 位 ， 他 把 sine-Gordon 方程 解 之 间 的 这 种 变换 称 为 
Backlund 4 #4 (MÆRK [5]). Backlund 变换 的 作用 在 于 通过 它 
可 以 从 sine-Gordon 方程 的 一 个 解 得 到 另 一 新 解 ， 并 且 相 应 地 利 
用 Backlund 变换 ,可 以 从 一 个 玉 = 一 +4 的 曲面 , 48h 5 — Ke = 
一 4 Wis. 3 维 欧 氏 空 间 K= 一 1 的 曲 而 有 多 种 , 其 中 最 有 名 的 
是 由 虚 物 线 旋 转 而 得 出 的 伪 球 而 . 

随 着 孤立 子 理论 的 发 展 ，Biceklund 变换 愈 来 愈 受 重视 , 并 且 
不 限于 sine-Gordon 方程 ， 人 们 发 现 共 他 扳 立 子 方程 也 有 类 似 的 
变换 , 也 称 之 为 Backlund 变换 , 并且, Backlund ZE 36 MG He 
步 扩 大 ( 见 第 三 章 ). 

在 本 节 中 ,我 们 先 给 出 线 汇 与 伪 球 线 汇 的 定义 ,然后 再 证 明 获 
名 的 Backlund 定理 , 给 出 了 Backlund 变换 的 几何 意义 另外， 
我 们 简单 介绍 Backlund 变换 的 高 维 推广 及 其 在 高 维 欧 氏 空间 的 
几何 解释 . 

3.1 伪 球 线 汇 

线 汇 起 始 于 对 光线 的 折射 与 反射 方面 的 研究 ， 空 间 中 依赖 于 
两 个 参数 的 直线 族 构 成 一 个 弘 汇 ， 例 如 地 电邮 法 线 全 体 构 成 一 线 
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IC, 称 为 法 线 汇 ， 一 般 来 说 , 给 定 一 个 线 汇 , 它 的 直线 全 体 并 不 一 
定 能 垂直 于 某 一 曲面 , 也 即 不 一 定 是 法 线 汇 . 

由 线 汇 的 定义 可 见 , 用 一 个 一 般 位 置 的 平面 ( 它 不 包含 线 汇 中 
的 直线 , 也 不 与 线 汇 中 的 直线 平行 ) 去 截 一 线 汇 时 , 线 汇 中 每 条 直 
线 与 平面 均 相 交 于 一 点 ， 如 果 用 适当 的 曲面 来 代替 平面 去 截 一 线 
iL, 也 有 同样 的 结论 ， 这 个 曲面 称 为 参考 曲面 , 借助 于 参考 曲面 及 
其 上 坐标 & 2, 我们 可 以 给 出 线 汇 的 解析 表示 式 , 它 是 由 下 式 

Y-X(u, v) + AC, v) =i (7-3-1) 

定义 的 直线 所 形成 的 两 参数 直线 族 ， 这 里 Y (u, ) 是 参考 曲面 ， 
E(u, 0) 是 线 汇 中 直线 的 方向 ,和 是 每 条 直线 的 参数 ， 固 定 u, o, B 
(7-31) SCR ERR X (u, v), HAW E(u, 切 的 一 条 直线 ， 

线 汇 中 通过 参考 曲面 8 上 一 曲线 C 的 直线 全 体 构成 一 直 纹 
Bi. ORKEN u=u(2), v=0(t), RAT-3-DARBAIEE 
纹 面 的 方程 ， 其 中 已 iut 纹 面 的 参数 ， 对 于 =u(t), v= 


oC), 如果 存在 入 = A) c C 大 和 对 同 方向 ， 则 此 直 纹 面 是 可 展 


B 曲面 .具体 地 说 , 这 时 
Y-Y()-X(u(0), v(0) Q)£(u(9, v(2) 


满足 
dY dX dn Pen S ug =z 


di di di 


mma 3 seine mg acc TTR AT AOS 


fe u-u(t), v-c( WR 


rà 
deo $ , é)=0, (7-8-2) 
这 个 条 件 的 微分 形式 是 


det(X,du+2X, dv, Ê du--£, dv, E) 一 0 
或 
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Y du?4- 2:8 du do +6 dv? — 0, (7-3-3) 
这 是 关于 du, do 的 二 次 方程 , 在 器 ?一 ME —0 的 条 件 下 ，(7-3-3) 
关于 duido 有 两 个 不 相等 的 实 根 ， 因 而 ， 对 于 已 给 线 汇 的 任 一 直 
线 , 有 两 张 可 展 曲 面 通 过 此 直线 . 
又 可 推 得 : 在 好 :一 3E>0 的 情况 下 , 线 汇 中 每 一 条 直线 均 可 
切 于 空间 中 的 本 条 曲线 ， 切 点 称 为 直线 的 焦点 ， 线 汇 的 焦点 的 轨 
迹 形 成 焦 曲 面 , 因而 有 两 张 焦 曲 面 , 这 两 张 焦 曲 面 由 可 展 曲 面 的 疹 
线 所 构成 ， 所 以 ， 线 汇 可 看 成 由 这 两 张 焦 曲面 的 公 切 线 的 全 体 所 
HR 7-1). 


E 7i 


HE: MRRINAY A, fp 9*—9(€—0 mp, 也 可 以 说 有 两 
张 可 展 曲 面 通过 其 中 的 一 直线 , MEN BRANT Rie T, 
时 也 可 以 定义 复 航 您 点 漳 焦 吨 面 . 
AERA BRU. Ut S, S* 为 一 睫 汇 的 两 张 焦 曲 面 ,， PP* 
是 线 汇 中 的 直线 ， 它 是 两 祝 曲 匿 的 公 切 线 ， 使 点 卫 与 已 相对 应 ， 
就 得 到 曲面 如 到 并 Hw Re Ses Awe SAP Sih 
面 S* 在 点 P* 的 法 向 量 , 记 es, es UAE PROS v, PP* 的 距离 为 1 Hf 
€3°€3=CO8 T, (7-8-4) 
doo = 1. (7-3-5) ' 
34v, 7 均 为 常数 时 , RIL RAIL, | 
对 于 伪 球 线 汇 , 成 立 下 述 定理 . 
定理 1( Backlund 定理 ) KS, Sy R* 中 一 擅 球 线 汇 的 两 
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3E f A AS, IERA e Ry CCB). 对 应 法 线 之 间 的 交角 
为 +( 非 零 常数 ), 则 这 两 张 焦 曲面 8，& 有 相同 的 负 常 曲率 


一 sin’? n 2 


证 明 记 人 5S 上 一 般 点 为 卫 , 其 位 置 向 量 记 为 (x, v), 了 的 对 


应 点 为 PP， 其 位 置 向 量 为 关 (w, o), PP* 是 和 "的 公共 切 疝 
量 ,其 单位 向 量 为 如, 取 的 正 交 标 架 {P, i, Ca RL, S* 的 正 交 标 


E 


Jg CP", ei, ez, n'), xx Hes es, KARE 
T-T- de: 


| €2= COS T6E3 十 Sin TH, 


n* = 一 Sin v€s- COS Ti, 
SAS 的 基本 方程 分 别 为 
d? = we, 


de, = wee, t cxt , 
di -- exe, 
dT” = de; 
de; = dex + Welt, 

dn" = Bie. 
从 (7-3-6) ~ (7-3-9) #8 

d?* = we, +1 dey 
= (wt Uo) eq t lain 


= e, e, +" (COS Teat Sin vit), 


因而 成 立 
à =a), à o e. 
sinc 
HRS 
w= i LE 
siny 1 


Hi (7-3-7) & (7-3-9) 8 


(7-3-8) 


(7-3-9) 


(7-3-10) 


(7-3-11) 
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des = cos v (cole , + wn) + ST (we woes) 


= dier +n" = bse, J-Ó3( — sin reat cos v1), 


因而 n s 
S* 的 Gauss 曲率 K* 由 i 

dó;-—-óA^Aói-- K*d AG (7-3-12) 
所 决定 . 


jd d= oi bolt eo, 那 来 (7-3-12) 的 左 方 为 
CRAG = ont w? ^ ( bo!) =b m to, (1-8-18) 
另 一 方面 ,由 exi ^e —0 可 知 of 具有 形式 
wi = aw + bw’, 
所 以 | 
o Aot = I ohoj ST mA (7-3-14) 


b l 
将 (7-3-13) 及 (7-3-14) 代 入 (7-3-12) 就 得 出 "一 ST, jug 


RK- So mm. 

3.2 Backlund 变换 

由 82 ,我 们 已 经 知道 从 sine-Gordon 方程 的 任 一 解 &, 可 
作出 一 个 相应 的 负 常 曲率 曲面 ; 又 从 Backlund 定理 得 知 , 伪 球 线 
汇 的 两 张 焦 曲 面 是 具有 相同 的 负 常 曲率 的 曲面 . 这 两 张 焦 曲 面 对 
应 于 sine -Gordon 方程 的 两 个 解 ， 现 在 我 们 要 从 Backlund 定理 
进发 ,也 就 是 从 伪 球 线 汇 的 两 张 焦 曲面 的 对 应 出 发 ,来 导出 它们 所 
对 应 的 两 个 解 之 间 的 关系 式 ， 也 就 是 给 出 sine-Gordon 方程 的 
Backlund 变换 关系 式 . 

设 S 与 8* 是 玉 = 一 1 的 两 张 仿 曲面 ， 现 在 我 们 假设 {P, 21， 
ca, 计 是 曲面 S 的 Tschebyscheff i 2g (8,8 2, 注意 这 和 证 明 
Backlund 定理 时 的 标 架 不 一 样 )， 这 上 了 (7-2-9), (7-2-10) RR 
AX, 
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7* = F4-le =P +1 (cosĝe 二 sinbea) (1-3-15) 
构成 一 个 伪 球 线 汇 .这 里 闻 与 产 分 别 对 应 于 赐 面 如 与 人 ,7 是 
S 5 8* 上 对 应 点 了 与 P* 连 线 PP" 的 长 度 ,2 是 Pp* 方 向 的 音 
位 向 量 , O fhe Ge. 的 夹 角 . 设 曲 面 S 对 应 于 sine-Gordan 方程 
的 解 为 a， 由 于 {了 , ei, ca, n1 Tsehybesche 他 标 架 ,微分 (7-3- 
15), 利用 (7-2-9) 式 容易 得 出 

d?* = dF+1(cosOder +sin 0 dea) -+1(—sin 6 e, J- cos8 23) d8 


= [cos Ž du — sin 6 dð — Lain 6 (% dut% do) Je. 


-> 


. a a, Ky 
+ [sin pi dv b cos dé-+itcosé@ (& dud dv) [és 
+ [tsin $ cos@ du —1cos 2. sin 8 do], — (T-8316) 


2 
S* E P 点 的 单位 法 向 量 应 是 
n*=sin rsin ĝe, —sin vcosfeo+cos Tin, (7-3-17) 
这 是 因为 该 向 量 应 和 。 PHVA REARS, EE MESES 
向 量 , 它 还 必须 满足 0?"… 认 一 0, 这 就 得 出 
fsinzdb 一 sinr(oos & sin 8 du—sin 号 cosgao ) 


+ sin o(% du i. % dv) — Loos (sin 名 cos gu 


— cos $F sin 8 dv ) =0, (7-3-18) 
Hy K=K*=—1, 88 Backlund 定理 得 知 1= sinr， 又 记 
8-5. Bi d8 = i 2x du D dv). X9 (7-818) SHE 3 du: 


do 成 立 ,我们 可 把 (7-3-18) 式 改变 为 偏 微 分 方程 组 的 形式 , 这 样 ， 
就 得 到 
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2 2 2^ 2’ 

= sin r (= +) = -cos S. sin in -5 — cos T Sin z cos > 
(7-3-19) 

方程 组 (7-3-19) 满 足 可 积 条 件 ， 将 (7-83-19) 的 两 个 式 子 分 别 关 

于 汉 与 7 微分， 然后 把 所 得 到 的 式 子 相 减 并 简化 ， 则 可 知 w 也 

是 sine-Gordon 方程 的 一 解 。， 曲 面 S* 恰 对 应 于 sine-Gordon Jf 

ERA o, 

对 于 (7-3-19) 式 ,我 们 还 可 改写 成 


» a), =p E =e) 


i. ‘Oe’, Du . a c. a 
HE (S 5) - sin 5- co s Š -+ cos r cos - sin 


7-3-20) 
(œ —a),-— 5 sin(=$*) ( 
这 里 
之 一 人 ua 
| g^» " 了 
| mu (7-3-21) 
l sinr 


这 样 ， 我 们 就 得 浏 sine-Gordon 7; if Bäcklund 变换 的 常见 的 
解析 形式 (7-3-20)， 

下 面 我 们 仅 指 出 与 Bückinnd 定理 及 伪 球 线 汇 有 关 的 定理 ， 
但 不 给 出 证 明 . 

定理 2 BARR B4B RMR KO, K- 


sin? r 


sp PISO hr BARK. RE RH IT i RE ev 
Tp(M), 它 不 是 一 个 主 方向 , 则 存在 唯一 的 一 张 曲面 S* 及 伪 球 线 


IL c. S->S*, 使 得 如 了 ;=o(Po), 就 有 PoPi=leo, 且 * 是 曲面 8 
与 S* EAP 5 Pt 的 法 向 的 交角 . 
因此 , 从 已 给 的 负 常 曲率 曲面 ,我 们 可 以 构造 出 依赖 两 个 参数 
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的 新 的 负 常 曲率 曲面 . 

3.9 Resi] R^ 的 子 流 形 的 基本 方程 与 Btoklund 定理 
在 高 维 空间 的 一 种 推广 

BM BS RY HHI n ETRE, €, es,…, e 是 M 在 
P 点 的 切 空间 的 单位 正 交 基 ，e441, ne, ex 是 互相 正 交 的 单位 法 
向 量 ， 子 流 形 的 基本 方程 是 


2 


dF = wie,, 
de; wlej tea (4, j—1, 2, +e, ma, B=n-+1, «+, N), 


deg = weit osea, (7-3-22) 
其 可 积 条 件 是 


dc 十 of 一 0 (A, B, C=1, 2 +e, N), (7-3-28) 


c5 T 05-70, 


| dco -- eof, ^ co! — 0, 


以 及 Was 
从 上 式 得 出 , 
eX = bo, b = hg. ; (7-3-24) 

Gauss 方程 是 
" de»; + cot Aw = Qi(— — oh), v). (1-3-35) 

Qi = —Co ^w (7-3-26) 
BY, 流 形 称 为 具有 常 曲率 C 

de? + «4 ^ wt =0 (7-38-27) 
是 Codazzi JÆ. 

do + ext ^ cot — QZ = — w A o$) 


称 为 法 从 的 曲率 ， 如 果 230, 则 称 法 从 为 平坦 的 . 
E. Oartan 在 1919 年 已 证 明 ,"r 维 负 常 曲率 空间 可 以 在 Rn 
的 n 维 子 流 形 上 实现 (局 部 )， 并 存在 一 正 交 标 架 (P, e ++, ex} 
(N 一 2n 一 1) 和 参数 系 (2 =, w), 
wo 一 ol 位 非 和 式 ) a>0, Xa?—1, 
oo 不作 和 ，， 
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Q;--0, 
这 时 第 一 基本 形式 和 第 二 基本 形式 分 别 为 
T= Maj (du')’, 
TE = S? (a)? (di) tea, 
章 末 [22]、[23] 文 指出 , 这 种 参数 表示 是 3 维 空间 RP 中 擅 球 面 的 
dsehebyseheft 坐标 的 扩充 ， 其 Gauss--Codazzi 方程 (是 一 个 相当 
复杂 的 方程 组 ) 就 是 sine-Gordon 方程 的 推广 . 

章 来 [23] 中 给 出 高 维 空间 Re 中 相应 的 Backlund 定理 
为 此 ， 文 中 先 把 B? 的 线 汇 的 定义 改写 成 两 曲面 之 间 的 线 汇 的 形 
式 , 又 把 Backlund 定理 稍 加 改写 ， 以 使 于 在 BR” 中 给 出 线 汇 的 
适当 定义 ,而 得 出 Ra 中 相应 的 Backlund EM, 

定义 工 R” BS n ETRIE M 5M: 之 间 的 线 汇 定义 
为 一 微分 同 胚 o. M— M", 48183] PE M, P & P*=0(P) MER 
Æ M 5j M* 的 公 切 线 . 

P $j P NEETI vs 53 o, HR n —1 RO, CHASSE CT: PP, 
ig DI" 的 单位 向 量 为 e， 

定义 2 RAB Sn FRY M 5 M 2 I o, 
M—M* 称 为 盆 球 线 汇 , 如 果 它 满足 : 

(i) 了 与 P=o( 了 ) 之 闻 的 距离 是 一 个 不 依赖 于 了 点 位 置 的 
HAL, . 

P*— P e, 

Ci) WE v, 5j v» AS AS" dk P EU P* Pm, vE o, 
0 为 v5 中 任 一 向 量 , om 是 o, Bop ERRE, WM oj mo 的 交角 
是 一 常数 T; 

Gili) FEM v 5j o" RAO A, 

(iv) 由 正 交 投影 < 所 给 出 的 从 映照 T, vo" 和 法 从 上 的 联 
络 相 交换 ， 


862 PUT Rt sv 


那 末 这 线 汇 称 为 伪 球 线 汇 ， 

定理 8 wo, MoM’ 是 R” Hpi n REM M M 
之 间 的 伪 球 线 汇 , 那 末 M 和 M Rund f hR- DR 

这 里 省 略 了 一 切 证 明 , 请 参看 章 末 [19]. 

M fii M*( 4 Tschebyscheff A& fs F) AY Gauss-Codazzi 方程 
是 相同 的 ， 而 所 说 的 推广 的 Backlund 变换 能 从 这 方程 组 的 一 个 
解 得 出 另 一 个 解 来 . 

这 种 方程 组 是 否 有 物理 意义 ,是 否 能 用 反 散 射 方法 处 理 ,都 将 
是 一 个 问题 ， 但 是 , 可 换 性 定理 是 成 立 的 
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调和 映照 是 微分 儿 何 中 重要 的 研究 对 象 ， 它 与 数学 物理 及 孤 
立 子 理论 均 有 密切 联系 ， 在 本 节 中 ， 我 们 首先 引进 调和 映照 的 概 
EERU), 再 着重 于 讨论 从 欧 氏 平面 到 或 Minkowski 平面 
R 到 欧 氏 空间 R HRES, 以 及 Minkowski 空间 R: 的 球 
IE FL? 和 S 的 调和 映照 以 及 它们 和 某 些 特殊 非 线性 方程 (包括 
孤立 于 方程) 的 关系 ( 见 章 末 [8]. (11), [12], [14]), 

4.1 调和 映照 的 定义 与 基本 方程 

LM 与 W 为 黎 曼 流 形 或 洛 仓 效 流 形 ，p，aM->W Æ O- ph 
照 ， 如 所 知 ,映照 的 能 量 积分 由 

E(9)- | eD) u (7-4-1) 


BREN AM dV y 是 M 的 体积 元 素 , of 6) AERE RIE, ERRE 
慰 下 , 它 有 如 下 的 表达 式 
e(d) LE 25. zi ia) (7-4-2) 


(a, B= 1,- E n; %, j*1, uM" m), 


See RVC SMa fe 363 
这 里 g” 与 Jas 分 别 是 流 形 好 5; N 的 度量 张 量 的 反 变 分 量 与 协 
变 分 量 , n —dim N, m —dim M. 
URRE o 是 Ep) I ARR, ER o 为 M—N 的 调和 有 映照， 
能 量 积分 E (o) 的 Euler 方程 为 


站 


EL Al Lb, 分 别 是 M SN tise mie . ARE (04-9) E M 


By N 的 调和 映照 四 的 偏 微 分 方程 ， 如 果 M 是 黎 曼 流 形 , 即 M 的 
度量 是 正定 的 , W (7-4-3) Jk — 38 3E £ VERG By LAB ME A Oy 
洛 仑 兹 流 形 , 即 MM 的 度量 非 正 定 且 具有 符号 (十 ,十 ,…, 十 , 一 
时 , 则 (7-4-3) 是 一 系 非 线 性 双 曲 型 方程 组 . 

调和 映照 在 数学 及 物理 上 均 很 重要 ， 它 在 数学 上 具有 广阔 的 
背景 ,因为 测 地 线 、 极 小 曲面 , 以 及 流 形 上 的 调和 函数 等 , 都 是 调和 
肌 照 的 特例 ， 下 面 一 些 例子 进一步 看 出 在 物理 上 调和 有 喘 照 也 很 重 
SE (WIR [18] [15] ~ (177), 

(D) 非 线 性 o— A EIR M PP Tare ORO dE RE 
场 , 它 实 际 上 是 MCN 的 调和 映照 , ix BOM RR Minkowski 时 空 
或 欧 氏 空间 ,而 A WATERS Si. (634,05 N 是 紧 致 李 群 
时 ,这 种 映照 就 称 为 主 手 征 场 . 

(2) 如 所 知 ，Ernst 方程 是 决定 真空 爱 因 斯 坦 引力 场 的 稳定 
轴 对 称 解 的 最 基本 方程 , 可 以 证 明 , Ernst 方程 是 来 自 能 景 积 分 


(3 (Se) (35) ] a, 
J ¢* 


的 Euler 方程 ( 轴 对 称 )， 因 而 Ernst 方程 的 解 实 际 上 是 Ra 到 双 
HH 五 > ART Rh ABR RY, OR Oe TB RU BE RO 
Poincaré 表示 


ds? = z (dp? dy” 
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(3) 料 子 物理 学 中 有 时 用 下 来 作为 强 子 的 模型 ， 在 弯曲 时 空 
六 ( 洛 仑 兹 流 形 ) 中 描述 纱 运动 的 世界 面 是 一 个 类 时 的 二 维 曲 面 ， 
它 由 下 述 运 动 方程 所 决定 ( 见 章 末 [10j): 

$t — Poot Thy (Pept — pph = 0, 
这 实际 上 是 二 维 Minkowski 平面 Rey 的 调和 了 映照 方程 . 

(4) R' 中 自 对 偶 Yang-Mills 方程 (在 已 - 规范 下 ) 的 一 部 分 
解 也 可 以 从 调和 映照 作出 . 

茶 些 孤立 子 方程 与 调和 映照 关系 密切 ， 我 们 在 下 面 较 详细 的 
SUR. 

4.2 R^ Rv s S5, H^ a S^ 的 调和 映照 

8 表示 3 维 欧 氏 空间 Bs 的 球面 ， 是 RBS LOB BOR ig 
l= (h, fo, 8) 来 表示 ) 的 集合 , 满足 如 =1, 但 我 们 略 去 向 量 的 符号 
cp 

?是 欧 氏 平面 Hb MR, y/) 表 示 ， 欧 氏 度量 的 微 
DERN ds? — da? ds? 

R^ F) 的 映照 可 记 为 1=1(z, y), Hil —1, Bi(r-4-3) 
可 得 27S? 的 调和 映照 了 是 由 方程 

leet lyt (24 12)1=0 (7-4-4) 
所 定义 的 . 

R** Jj Minkowski 平面 ,其 上 点 坐标 用 (t, x) 5, Minkow- 
ski 平面 为 最 简单 的 2 维 Lorents HIG, HB HUE SR de? = di? — 
dz? R** 3) S? 的 调和 映照 7 由 

1 一 十 起 一 的 10 (7-4-5) 

8 4 Minkowski 空间 R! 可 理解 为 /= li, b, ls) 的 集合 ， 

SPA [5] HE D, m 的 数量 积 为 
lm — lm; ms — lama, (7-4-6) 


特别 ， | 
Ppl RB- E, (7-4-7) 


第 七 章 ” 珊 立 子 理 论 与 微分 几何 学 365 


EA S 可 看 为 R HRE”. AP 称 为 双 曲 平面, 它 是 由 

p-—1, h>0 (7-4-8) 
所 定义 的 , 这 是 Rh 中 双 时 旋转 双 曲 面 的 上 半 叶 , A? 整体 地 实现 
了 双 井 平面 的 几何 学 ( 即 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 学 )， 而 RO Se h 
率 曲 面具 是 局 部 地 实现 罗 包 切 夫 斯 基 几 何 学 


S++ 是 由 

p-1i (7-4-9) 

所 定义 的 ， 它 是 单 叶 旋转 双 曲 面 ， 但 在 Minkowski 空间 中 , 它 是 
类 时 曲面 ,具有 韭 正定 度量 . 


有 到 已 "和 9 的 调和 映照 分 别 由 方程 
lesti C+DI=0 (P= —1,g>0), (7-4-10) 
best byt LB 0 ql) (7-4-11) 
MEX. 
Rh! Bi) H? 和 S41 BJRCRUR IR 7; P 
lh. G- =0 P= 1, k>0), (7-4-12) 
le~ leat G-Di=0 (=1) (T-4-18) 
所 定义 . 
当然 ,调和 了 映照 也 未 必定 义 在 整个 RP RL ERY 
HE EAP RR. Pi, BARRE R 中 半 平 面 或 单 连 
通 区 域 到 AL? 的 调和 映照 是 存在 的 ， 但 是 整个 平面 RH? 的 非 
平凡 的 调和 映照 是 否 存在 还 是 一 个 未 解决 的 问题 ( 见 章 末 [ 生 ). 
A EPO RY?) SE RS IE BS AR YE RR RD 的 
共 形 变换 下 还 是 调和 上 映照 , TB, 这 时 调和 映照 具有 共 形 不 变性 , 
现 举 下 述 两 例 来 说 明 ， 
(1) RPS HP, S" 的 调和 映照 的 共 形 不 变性 . 
首先 把 PAR LASS OHe=u+iy}, ds =dedz, He= 
fw) =a(u, v) tiyu, v) & W i LAL KR Q,, Be 平面 01 
CFE IR Qa 的 共 形 跨 照 ,1 是 2 到 S*(H?, S511) 的 调和 喘 照 ， 则 
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bof, Te v), y(u, v)) E Qu P) S" CE, S^) EPA ALBA 3X 
是 因为 方程 (7-4-11) 等 可 写成 


la+ (Ul)1=0 (7-4-14) 
的 形式 , 而 在 变换 =w) F, (7-4-14) 仍 保持 其 形状 , 即 化 为 
los (lla)l = 0, 


(2) RI!—S*CH?, S1) WR MRR HABA, 
设 
-5, n= (7-4-15) 
是 Ro 的 特征 坐标 ( 光 欠 坐标), 则 dS? =4dédn, 而 调和 映照 方程 


(7-4-5) 可 写成 
lnt (l=0 (2=1). (7-4-16) 


R 平面 上 的 共 形 映照 具有 形式 

E=f (é); n=9g m), (7-4-17) 
lof 仍然 是 调和 映照 , 这 因为 它 满足 

beam + (Uaeln) b= 0, 
调和 映照 方程 (7-4-16) 还 可 写作 

(2,-9, (=0, P=1, (7-4-18) 
KERR 1, 4 线性 无 关 . 事实 上 , 如果 (7-4-16) 成 立 ,将 它 与 HE 
数量 积 ， 由 于 了 8 一 0， 即 得 (办 ,~0. 同样 又 得 (四 ,一 0， 因 而 
(074-18) 成立， 反之 , 如果 《7-4-18) 成 立 , 则 可 得 


lil m0, L1, 0, (7-4-19) 
所 以 bin = oi, 
但 -hl l)e larly, 


ASAI (174-16) 成 立 . 
由 (7-4-18) 可知 ， 
=f), G=g(n). 
HFEA, g(n) HOR, AEE, n WR E £(E0, n=n(nd, 
然后 改 记 E, mA E, m) ,就 得 到 
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l1, =), (1-4-20) 
满足 条 件 (7-4--20) HI BR PRU D s HE TERRI BRE RU, fe, 4 不 
AER, HAAR EL AY SEE A ESEE, r= n0) 的 变换 化 为 
标准 化 调和 和 映照” 它 在 处 理 上 有 许多 方便 之 处 ， 

对 于 标准 化 调和 映照 , 成立 

E -1, ll=0. (7-4-21) 
实际 上 ， 容 易 得 出 (9-4-20) 与 (7-4-21) 是 等 价 的 .标准 化 调和 映 
照 可 用 (7-4-21) 为 定义 ， 

下 面 我 们 要 给 出 RS 的 标准 化 调和 映照 和 sine-Gordon 
方程 之 间 的 关系 ,与 此 同时 ， 我 们 导出 与 sme-Glordon 方程 相应 
的 线性 可 和 系统. 

7335, BL m, Be m 为 站 方向 的 单位 向 量 ,m 为 1。 方向 的 单位 
向 量 , H (774-21) AE, m En 必 正 交 , 6 ELTERE w 二 的 函数 w 使 
得 


l=sin E m, l,-cos $ n. (T-4--22) 
JF E, 由 于 已 m, n 为 单位 正 交 标 架 , 必 成 立 
m= ~ sin 5! ton, ms Th, 
R= — Gt, Q7 — COS + 1~ vm, (7-4-23) 
作 可 积 条 件 , 得 知 1 
T= ~~ Or, T= — HO (7-4-24) 
以 及 ol — 04, — Sino. (1-4—25) 


因此 , sine-Gordon 方程 和 RS? 的 标准 化 调和 映照 粗 对 应 ， 即 
已 知 sine-Gordon 方程 (7-4-25) 的 一 解 %， 就 可 从 完全 可 积 的 线 
性 方程 组 (7-4-22) . (7-423) 中 解 出 单位 正 交 的 7m, n, 其 中 了 
Bist RS? 的 一 个 标准 化 请 种 映照 ， 


?可 
res 


l 
P=} m |, (1-4-26) 
n 
WW] (7-4-22) ~ (7-4 23) 就 可 改 为 
©,-V@, B=UG. (7-4-27) 
这 里 
a 
0 0 cos E 
U = 0 0 -i ur |, 
— COS -< 1a, 0 
2 
0 sin E) 0 
V=] —sin $ 0 一 3 a, | 
1 


0 可 ou 0 


(1-4- 2) 称 为 sine-Gordon 方程 的 线性 可 积 系统 . 


0 0 -- cosh! 
2 
. a 
U = 0 0 > , 
. a 0 
cosh 可 可 0 
= (1-4-28) 
| 0 sinh =. 0 
r . [t4 a 
ye sinh <5 0 > 
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Ju (7-4-27) 的 可 积 条 件 是 
Ott — 05, = sinha, (7-4-29) 

在 章 末 [8] 文 中 还 给 出 了 RY? 到 SY? AG AR A R (7-429) 2 [8] 
的 关系 ,并 且 证 明了 在 某 些 适 当 的 初始 条 件 下 ,调和 映照 整体 存在 
性 定理 . 

衣 和 生 讨 论 了 RB->H?, S°, S"? 的 调和 映照 与 某 些 特殊 的 椭 
赂 型 方程 之 间 的 关系 ， 现 仅 就 RPA? 的 调和 了 瞻 照 来 描述 ( 见 本 
章 末 [111). 

iom, ny R PEATE K A P= —1, menl, 1 
AEG EE, i1? H P= ~ 1 >O) EM, MRE 
.方程 组 


b=cosh S m, 1,=sin PEL 
m= cosh S [— 2e on Ma l eq (T-4-B)) 
2 20° "o3 5? e 
1 
m= y GM, n, =8in h yim, 
Jj 8 (1-4-80) 的 可 积 条 件 是 sinh - Laplace 方程 
or Oze > Sinha, (7-4-31) 


给 定 (7-4-81) 的 一 解 a(i, o), CENERE ILL Ik OCR? 
H, 通过 解 方程 (9-4-30), 我 们 得 到 QC R? 到 SOR, 1) 的 一 个 映 
BR, 这 个 映照 中 抽出 了 o), CEWE ROH? 的 一 个 标准 化 的 调和 
映照 。 这 里 标准 化 的 调和 和 有 映照 是 由 

= E-E) — 2il —1 (2 z-- dy) 
所 刻 划 的 ， 可 以 证 明 , 当 调 和 映照 无 共 形 AM, 即 不 存在 
BB=0, l'l = 

的 点 时 ， pi WI IS Eo RC o AI 

类 似 地 , 可 以 得 到 EP 33] S^, SH AVS Awe 5g OUR RA (a 


870 TMF Bie ge A 


微分 方程 的 关系 ， 现在, 我们 将 上 述 的 一 些 结果 列表 于 下 


调和 映照 | 偏 微分 方程 
PLIN da= —sin ha 
R? H? 4o=sin ha 
R81 (4+1) = 一 Sn & 
RIS (—1) da=sin a 
Roig? Ort — Og, = SIN w 
R181 (+1) Oa — üze = +sinhe 


或 Qt — Ag, = COS he 
Ri1_5 H? 0, — 06, = Sin o: 


相应 的 线性 可 积 系统 , 可 参见 章 末 [8] | [11], [18], 


85 容 有 线性 可 积 系 统 的 非 线性 偏 微分 方程 


如 所 知 , 在 建立 孤立 子 理论 时 , 把 孤立 子 方程 和 一 个 线性 可 积 
的 偏 微分 方程 组 相 联系 是 重要 的 一 步 ， 这 时 ， 下 述 两 个 问题 是 什 
得 研究 的 ( 见 章 末 [1] [9], [24]) . 

O 如 何 制 作出 偏 微分 方程 , 使 得 它 成 为 具有 形状 为 


DUG, B=VG (7-5-1) 
的 线性 方程 组 的 可 积 条 件 . DY ER BE, U, V 
则 属于 某 线 性 群 G 的 李 代 数 g. 


(2) 给 定 一 个 非 线性 偏 微分 方程 ， 怎 样 来 判别 是 否 存在 线 竹 
方程 组 (7~5-1), 以 已 给 的 非 线性 偏 微分 方程 为 可 积 条 件 . 

我 们 将 以 微分 几何 作为 出 发 点 ， 给 出 上 述 两 个 问题 的 一 些 一 
般 性 的 结果 . RIEU, V 属于 李 代数 sw(2) ( 即 李 群 SU (2) 的 李 
代数 ) 和 SL, R) ( 即 么 模 群 SL (22) 的 李 代数 ) 时 进行 讨论 ,本 
节 的 内 容 参 见 章 末 [9]， 

为 了 便于 运用 微分 几何 的 结果 ， 我们 分 别 用 so(3) GRE SO(3) 
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的 李 代 数 ) 与 soC, 1) G 8O(2, 了 的 李 代 数 ) 来 代替 su(2) 与 
si, 局 ,因为 它们 是 同 构 的 ， 下 面 ,特别 在 so(3) 的 情况 做 详细 
的 讨论 与 证 明 . 

5.1 SA SO(3) 可 积 系统 的 非 线性 偏 微分 方程 的 确定 

设 

Bb, be du due des di, =) =0 (T-B-2) 

EU $ WR MINER EBA, KH be, be ees ber 
pu 是 由 关于 vw,t 的 偏 导数 . 

如 果 在 四 满足 (7-5-2) 的 情况 下 , (7-5-1) 为 完全 可 积 ,我 们 称 
偏 微分 方 保 (7-5-2) 容 有 8O(3) 线性 可 积 系统 . 这 时 ， 


0 Gc B 
U=} -C 0 Al, 
-B -A 0 


0 FE 
Y-|-» 0o Dh (7-5-8) 


-E -D 0 
其 中 4, B, O, D, E, F Èe K EEUU AJE B2 E B 3E 2 RS 
数 . 
(7-5-1) B] BY A See RE 

U,-Vit [U, V]=0, (7-5-4) 

它 可 写成 为 下 述 形式 
C,—F,+AE--BD=0 
B,—-H,+OD~AF=0 


3 


(7-5-5) 


A,—D,+ BF -CE-—0, 

问题 是 如 何 从 方程 组 (7-5-5) 938 — AS AR DEC AE 71 RE T-B- 

2) , (E (33H I E (7-5-2) BY o, 75 228 (7-5-D) ERA. 实际 上 ， 
这 个 问题 与 R? 中 球面 S? 的 基本 定理 密切 相关 ， 
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u-(* B M 设 外 的 秩 数 为 2， 生 不 妨 取 BF 一 
D k EF 
OE+0, 

fe R^ 中 单位 球面 S2. P=1, 我们 有 元 = 了 一 2;, 于 是 d — des, 
cot ox, 这 时 S? 的 基本 方程 


dl =des= weg, 
de, = ore, — ceo’ tes, (7-5-6) 
且 成 立 dott cj No? — 0, (7-5-7) 


des eX; Nato’ Ne* 0. (a, b=1, 2), (7-5-8) 


7 
ð= | ex | (7-5-9) 
2 


w =Cdi+ Fda, w= Bdi-+- Eds, wi= Adi - Ddz, 
(T-5-10) 
co 与 oo? 是 独立 的 ， 这 时 , (7-5 D) A (7-5-5) 的 前 面 两 式 相当 , BD 
在 C, 了 ,了 B, 瑟 已 给 的 情况 ,我 们 可 解 出 oi 而 得 到 
A= — B,) B-- (F, -C,)C}, 


d 


1 a 
EC—BF LO 
(7-5-11) 


D= ~B) E+ (#,-C,)F), 


-FI 
对 于 球面 ，Codazzi 方程 自然 成 立 ，Gauss 方程 (7-5-8) 就 是 (7-5- 
可 的 第 三 式 . 将 (7-5-1D) 代 入 (7-5-5) 的 第 三 式 , 可 具体 得 出 
Gauss 方程 的 如 下 形式 
CE DEF Br Oa ka c) 
-( E,— B, -0, 


X0-BF Et EO-B Te BF 


F) 4 BF -QE-0, 
(7-5-12) 


这 时 球面 5? 的 度量 张 量 yo 为 
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gu™= BP+C?, ga=BE+0F, gas E?-- F2, 
(7-5-13) 
(7-5-12) FA ga 表示 出 来 ,就 是 球面 S 的 通常 的 Gauss 方程 写法 ， 
在 BF -OE =0 时 ,利用 规范 变换 
OG = SO, 
SHS BO RABE SOC — 4 0 (3) HMR, 则 
U0 -SUS--- SS 
V-P-SVYS^--S,8-. 
我 们 可 以 得 到 BF—ÓES0, 这 里 不 详细 说 明了 . 
为 构造 出 所 有 容 有 SO (3) 线性 可 积 系统 的 非 线 性 偏 微分 方 
E, 我 们 需要 给 出 下 述 ， 
定义 ”如 果 偏 微分 方程 省 = 0 的 每 一 个 解 均 满足 另外 的 偏 微 


分 方程 
Gd, pu be, ++) =0, (7-5-14) 


WES 3 = 0 FE (7-5-14) 的 支 方程 . 
WR S= 容 有 0O(3) 线 性 可 积 系统 ， 则 F=0 必须 是 (7-5- 
5) 中 每 一 个 方程 的 支 方程 ， 车 CE- BF +0, WA (7-5-5) AUB 
两 个 方程 , 我 们 得 到 
A= 


1 4 
Eo pry (ZBA B (9, 0,0] +G, 
(1-5-11)* 


1 mu 
D--xo-gglU- Be) B+ G-00F] t Gs. 


H 8-04 6G,—0(a—1, 2) 的 支 方程 . 

由 此 , 容易 见 到 ,和 一 0 必须 是 Gauss 7p RR (T-5-12) MEA, 
RZ, MRNTES HWE CE-BF+0W B,C, E, F, 3=0 
JE (1-5-12) Exc Jp RR, W3=-0 RA 380(3) 线性 可 积 系统 ， 其 中 
A, D Bi (T-b-11) x; (7-5-11) tR EN. 

从 而 , 在 0B 一 8Fz0 的 情况 下 ， 所 有 可 能 窑 有 SO() RE 
可 积 系统 的 偏 微分 方程 都 确定 下 来 了 , 一 


374 共立 子 理论 与 应 用 


当 OC 的 秩 等 于 工时 , 我们 有 
D=cA, H=oB, F-—oC, 
这 时 , (7-5-5) 退 化 成 下 列 三 个 守恒 律 
A,— (04A),—70, B,— (gB),—0 C.— (cO), —0, 
(T-5-15) 
由 于 这 时 可 积 条 件 (7-5-5) 只 含 一 个 方程 ， 我 们 不 妨 假定 为 
(T-5-15) 的 第 一 式 
As— (oA),=0, (7-5-16) 
这 是 
= Ab, b=oAwb (T-5-17) 
的 可 积 条 件 , 这 里 山 是 实 值 函 数 , 而 (7-5-17) 是 口 (了 ) 烙 的 可 积 系 
统 . 
综 上 所 述 , 我 们 得 到 ( 见 章 末 [9]): 
定理 1 所 有 的 容 有 SO(3) 线 性 可 积 系统 的 非 线性 偏 微 分 方 
程 (7-5-2) 均 可 用 下 述 方法 构造 出 来 ， 人 一 般 情 形 (和 的 秩 为 分. 
方程 (7-5-2) 是 3 维 欧 氏 空间 中 球面 的 Gauss 方程 (7-5-12) 或 是 
(T-5-12 的 支 方程 ， 其 中 B, O, E, F 是 小 及 其 偏 导数 任 给 的 函 
数 ,满足 HO-BF +0, (ii) 特殊 情形 (% 的 秩 为 1) ， 非 线性 方程 
(7-5-2) E FERRER 
M,+N,=0 (7-5-18) 
的 方程 , 其 中 , M, N 是 少 及 其 偏 导 数 的 任意 函数 ， 太 关 0. 
这 个 定理 提供 了 一 个 简单 而 方便 的 方法 去 构造 出 所 有 容 有 
SO (3) 线性 可 积 系统 的 非 线性 偏 微分 方程 ， 更 明确 的 , 我 们 取 B, 
O, E, 也 为 及 其 到 某 阶 为 止 的 偏 导数 的 函数 , 但 满足 BO 一 
OF #0, ¥ B, O, E, 也 代入 (7-5-12)， 就 得 到 相应 的 非 线性 方 
程 (9-5-2)， 又 从 (7-5-1) 与 (7-5-3), 就 得 出 所 对 应 的 线性 可 积 系 
统 : 
下 面 给 出 某 些 特例 . 
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例 1 * B=F=0, O=cos D, Basin 号 十 (7-5-19) 式 ,我 


们 得 到 负 sine-Gordon 方程 
ga 一 bc= —sind, (7-5-19) 


BI2 € B=F=0, O—cosh £, E=sinh 多 ， 我 们 得 到 负 
sinh—Laplace 方程 


but Pes = 一 sinhó. (7-5-20) 
例 3 € B=F=0, C=H=e*, 我 们 得 出 Liouville 方程 
Pitt pers — e”, (1-5-21) 


814 € B=F=0, O=¢,, E—-d^ BYIBA A= pe g, 
D=2b, HEDRA Q-£-5) re meti 


(2 十 $?) etg Pree T quads =0, (7-5-22) 
BIÓ BO-e, E-e*, B=F=0, HEA (T-5-12), 


得 到 
Obes — 67 0, + 20% (pe) + 267 (h,)*-+1=0, 


(1-5-23) 
上 述 的 每 一 例 , 75 RR (7-5-2) UE Gauss 方程 (7-5-13) 本 身 . 
在 后 面 5.3 段 中 ， 我 们 将 着 至 个 例子 ， 它 是 Gauss 方程 的 支 方 
， 程 . 
£i6 BR M=M(d, Pi Pe, e», N=N ($, Pt; es e) 为 


(1-5-24) 


我 们 假定 BF 一 OE 作为 史 及 史 的 一 些 导数 的 表达 式 是 不 恒 
等 于 零 的 , 这 时 (7-5-13) 化 为 由 的 形 如 下 述 的 偏 微分 方程 


e(M, N) _ a 
3G s) 79 2 (635) 
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RAE CC POEM, MAA SRAM OG, 2), RAD, N 
为 函数 独立 的 . 
如 令 M=M (p, dr, be), €N-N(Ó, à Pe), W(T-5-25) Æ 
如 下 形式 的 Monge-Ampere 方程 
Món Modus t Mipi Nou Nudus Nu; | _0 
M "m TM PI M «du N Piet N aues N ads ` 
(1-5-26) 
特别 , 令 M =p, N = pipe, 得 到 
Pipe — pipu 70, (1-5-27) 
& M=¢, N =p +0}, RNA 
P:Pehae + (P? - da — Fihshir™ 0, (7-5-28) 
& M-4, 六 一 办 ,我 们 得 到 最 简单 的 Monge-Ampére 方程 
P'e- pupe =0, (1-5-29) 
5.2 容 有 SO(3) 线性 可 积 系统 的 & 阶 偏 微分 方程 的 判别 
考察 非 化 约 的 8O(3) 线性 可 积 系 统 , dE BE-CF +0, H B, 
O, E, 丈 是 生 及 其 到 了 阶 为 赴 的 偏 导数 的 函数 ， 我 们 称 这 个 线性 
可 积 系 统 是 了 级 的 ， 一 般 来 说 ，7 级 的 线性 可 积 系统 所 对 应 的 方 
程 (7-5-12) 是 7 十 2 阶 的 偏 微分 方程 ， 但 是 ， 有 时 阶 数 也 会 低 于 
r+2, fn, 我 们 选取 
E-—A-5w B=}, F=0,+v, C=o;, 
KPA, u, 0,v 是 中 的 函数 ， 则 线性 可 积 系统 是 1 级 的 ， 但 是 容 
易 得 出 , 对 应 的 方程 (7-5-12) 却 是 2 阶 的 . 
对 于 一 个 已 给 的 2 阶 非 线性 偏 微分 方程 (7-5-2), 我 们 现在 给 
出 如 何 判 别 (7-5-2) 是 否 容 有 90 级 的 线性 可 积 系 统 的 方法 . 
当 容 有 0 组 线性 可 积 系统 时 , (7-5-12) 可 以 改写 为 


.BB*CO, | WB+BE+FO+0'F 


EO —BF EO—BF “t 
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_HEAE'F bi — ( B'B toON g 


EO — BF EO — BEF 
. E'B- BP'E—-FO-MO'F Yo $ _ E'E-M-FF Yo 
+( EC—BF wet ( EC-BF/* 
+BF-CH=0, (7-5-30) 


AEO REAR RA 6 BE. 
(1-5-30) BAA FEER 
一 cguc 十 Bea 一 Vober 一 Gai 810: 一 VW + 5=0 (5 * 0) 
(7-5-31) 
的 方程 ,这 里 a, B, 7, œ, Bi, 71 ROME EKRA., 
一 个 具有 形式 为 (7-5-31) 的 已 给 方程 ,如果 容 有 0 级 的 
SO (3) 线性 可 积 系统 , 则 必 存 在 函数 A, 使 得 
B'B+0'C yey 一 (23 CC ) 
EQ--BF? EC BF /? 
a= E’B+B E+ F'C+C'F 
EO — BF 
=EE+FF ^am EEŁETY 
E0 — BF ’ EC-BF /? 
448 = BF -OE 


Hüxe. Hit, 我们 必须 有 
(Age) = A304, (Qa)! = X81, (0)! = A471, 


Aja = 


24 


(1-5-33) 
Bil g-e 
a’ 一 0 2 1 y'— Yi M 
————————— = ee me mmm o d. —B- 
a BO yay (939 
并 且 对 某 常数 大 0， 
a= ka= hexp | * Sce dd, (7-5-35) 
ge 


为 此 , 我 们 得 到 
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BF —OE=1kð, 
d GI-- 05 = ~ 23K, 


5 Ut FS = ~ 178276, 
(EB+OF)' = —A2k288, 


L(ó, Ks) = -2% ^ Mobdd + Ka, 
Mlh, Ky- -effa Bòde+Ka (1-5-37) 
N(d, K) - — 2f 2 Vdd + Ks. 
将 (7-5-37) 与 (7-5-36) 相 比 较 , 我 们 看 到 对 于 某 些 常数 KE, Ko, 
Ks, 
i B+0?=L(d, Kı), EB--FO- M (o, K3), 
E+ F?=N ($, Ka). (7-5-38) 
从 初等 的 Lagrange 恒等式 , 我 们 得 出 
kS? = Lb, KYN ($, Ks) - M*(0, Kò. 
(1-5-39) 
因此 ，(7-5-34) (7-5-39) Æ (1-5-31) AH 0 2 HY SO ( 2 
性 可 积 系统 的 必要 条 件 ， 反 之 ,如 (7-5-34) (7-5-39) WE, 则 从 
(7-5-38), RATA MH B, O, E, F. 这 样 ，(7-5-31) 就 可 以 写成 
(7-5-30) 形式 ， 综 合 上 述 ,得 到 ( 见 章 末 [9])， 
定理 2 一 个 2 阶 偏 微 分 方程 容 有 0 级 的 SO(3) 可 积 系 统 的 
充 要 条 件 为 : @ ERABR(T-5-31), (ii) (7-5-84) 成 立 ; GDA 
在 常数 Ki, Ka, Ko RRO 使 得 (7-5-39) 成 立 . 
注意 : 从 (7-5-38) REIR CB, O, E, FP) R BE — B3, 这 是 因为 ， 
MERITE B, 0), (E, 万) 看 作 平 面 上 的 向 量 , 则 可 知 除 转动 外 
解 是 唯一 确定 的 .这 种 不 确定 性 并 不 影响 方程 (7-5-30) . 
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利用 上 面 的 定理 , 可 讨论 下 面 一 些 例子 ， 
Ql 考察 方程 
bi —bee+S(t) =0 (7-5-40) 
何 时 容 有 0 级 的 SO 线性 可 积 系 统 . 
对 于 (7-5-40), a=1, Y= —1, 8=0 方程 (7-5-34) 成 立 ， 我 
HER A —1, Du] 
L=- ar Sd$ + EK, 
[2 
M - Ks, 


N-2 ef Sdb+Ke, 


置 | Sdb— HC), JrRL-O-39 44% 
i? (H’)?= (-2 H+ K) (2H + Kg) - K$, 


最 一 般 解 为 
S~ asin (k ó--b), (7-5-41) 


因此 ，(7-5-40) 容 有 0 级 的 SOC) 线性 可 积 系统 当 且 仅 当 ERF 


sine-Gordon 78. 


例 8 对 于 方程 
but Dee +8 (4) =0, (7-5-42) 
我 们 采取 类 似 的 步 又, 可 以 得 到 8 必 具 有 形式 ; 
(i) S=ae’*, 
(ii) SG:»asin (Ed -- D); (1-5-43) 


(iii) © =acosh (bb-- 1. 
ES USO, D RET BUR EI JE TE T7518 
现在 讨论 容 有 SOQ, 四 线性 可 积 系统 
$,=UG, 6,=VO@ (1-5-44) 
RIJEA TERRACE 
Fb. the, di Ges, Pats Da, 70, (1-5-45) 
(1-5-44) HU, V 取 值 于 李 代数 SOG, 1) ， 由 于 我 们 从 几何 的 观 
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点 来 考虑 线性 可 积 系统 , 这 时 U,V 可 采取 下 列 两 种 类 型 : 


这 
0 Cc B 
GE C) ee a) 


0 E 
y-|-r o D "| (1-B-48) 
i D 0 
0 C B 
tei GD «| C 0 A | 
R —4 0 
i QO F E. 
E v »| (7-5-47) 
H -D o, 
I (7 zo ) 的 秩 等 于 二 我 们 得 到 定理 工 中 情况 OD 


的 同样 结果 ,在 后 面 5.4 段 中 我 们 将 回 到 这 个 问题 . 
现在 讨论 % 的 秩 等 于 2 的 情况 ， 对 情况 @®, (7-5-1) aT m 
条 件 是 S" C R^ 的 Gauss 方程 ， 而 情况 GDE, MAy AACR 
的 Gauss 方程 ， 我 们 现 作 简 单 叙 述 . 
情况 QD R m, nh RP MER RB, A P= m= n 
=1, ATP=$1Lli, c) 可 以 解释 为 SU 的 一 种 参数 表示, 
m(t, ©), n($, 2) A S™ 的 切 向 量 . (775-1) 的 可 积 条 件 为 
O,—#,— AE-- BD=0, 
B,—E,+CD—AF =0, (1-5-48) 
A,—D,-BF —-OE=0. 
从 (7-5-48) 的 前 面 两 式 解 出 4, D, 然 后 代入 第 三 式 就 得 出 


万 -了 C,—F, E,— B, 
ES BF P EGT BF (aa BFE 


ter Po pol Let eel 
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Cif. py u =0 1-5-49 
+ F) +BF OE-0, ( ) 


这 正 是 S11 的 Gauss 7j fa. | 
HAC) ERR, m, nili Pm ==], B= 
—-1X PCR 的 方程 ， 这 时 , 可 积 条 件 为 
O,-F,+4#-BD=0, 
B,— E,--OD — AF —0, (1-5-50) 
A,~ D,+CH—BF —0, 
从 上 述 方程 , 我 们 得 到 H CR 的 Gauss 方程 
( H,--By p, F:-O, ) -( E,— B, 


EO—BF ^' EO—BF BOEF 
F,-O, ap. - 
+ dF PF) + EO-BF=0, (1-5-51) 


因而 ,我 们 得 到 ( 见 章 末 [9]); 

定理 3 AE SO(2, 1) 线 性 可 积 系统 (其 中 BO—BF +0) 的 
非 线性 偏 微分 方程 是 方程 (7-5-49) 或 (7-5-51) ， 或 是 它们 的 支 方 
程 。 这 里 (7-5-49) 与 (7-5-5D) 分 别 是 8+C RP 与 HIC RA. 的 
Gauss 5, B, O, E, 也 是 乡 与 四 到 某 阶 为 止 的 偏 导数 的 任意 
给 定 的 函数 ， 

Sasaki 曾 经 从 不 同 的 角度 给 出 了 B h UO h HT AY Gauss 

HEIRE SLE, 及 ) 线 性 可 积 系统 的 关系 ( 见 章 末 [19]). 

现在 我 们 给 出 下 面 几 个 特例 . 


例 9 4 B=F=0, O= cos È, E=sin$, 从 (7-5-49) 与 


(7-5-51), 我 们 分 别 得 到 
.2 v beet put sin $ =0 (7-5-52) 


及 " 
Dre 一 Gut sing = 0. (7-5-53) 


例 10 $ B=F=0; 0m E=, RA 
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Dre 一 Dey e -Ü (1-5-54) 


及 z 
pre tpu- €* 0, (7-5-55) 
8/1 4B-F-0, C-cosh$, E-snh$, RA 
bee — $a - sinh $—0 (7-5-56) 
及 
Part Pu —smh 中 一 0. (7-5-57) 
(7-5-56) 及 (7-5-57) 与 H’, S 之 间 的 关系 可 参见 [19] , 我 
们 在 前 面 也 已 简单 叙述 过 . 
5129 4 
B= — 2¢,, CO — dee — 24? — 24, 
E-0, F=ġ+1, 
我 们 有 no 
一 —9d?-4-9 Psat 20 + 26 
A Dee 2h 4-264 20. (1) W, 
1 
De$-1-35- W, 
这 里 0 Wet 6hh.+ ous, 


(7-5-49) 可 以 写成 
(Peet 2G? +24 Ww 
w+ 一 W c^ 


7» 


~ 26,(4 t 1) 
因而 KdV 方程 
$699, t dus, 70 (7-5-58) 
E SICR ifj Gauss 方程 的 支 方程 . 


利用 (7-5-11) (7-5-11) *, 我 们 可 取 
A= —6,,—2¢°+26, D=d-1, 
这 样 线性 可 积 系统 简化 了 , m 00-5749) 本 身 成 为 KdV 方程 . 
H13 34 E-sin$, O-sinó, B=cosd, F=—wsd, 7; & 
(7-5-49) 成 为 
(sin 26) pet 2 (0082) big — (sin 26) hy +2 (cos 2d) à 
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—A(sin 24) ded: — 2(c082) 0; — 1 — 0. (1-5-59) 

TER: 由 于 李 代 数 so(2, 1) 5 42, DAA, 因而 一 个 非 线性 
偏 微分 方程 容 有 SOO, 1) 线 人 性 可 积 系统 等 价 于 这 个 方程 容 有 SE 
(2, 已) 线性 可 积 系 统 . 我 们 已 知 许多 方程 (例如 KdV 方程 , MKdV 
方程 等 ) 的 SL(2, 局 ) 线 性 可 积 系 统 ， 因 此 , 定理 8 推出 : KAVA 
程 、MKdV 方程 等 都 是 ER”!* hihi 83 或 曲面 五? AY Gauss 方 
Æ. 

现在 再 来 考察 下 述 问 题 ， 一 个 给 定 的 2 阶 偏 微分 方程 何 时 容 
有 SO(2, 1) 线 性 可 积 系 统 , 且 其 中 B, 0, E, F 只 依赖 于 do RII 
JA (7-5-49) 和 (7-5-51) 出 发 经 过 类 似 于 前 面 的 讨论 ， 得 到 了 下 述 
结果 ( 见 章 末 [9]) . 

定理 4 方程 (7-5-31) 容 有 SO(2, 1) 线 性 可 积 系 统 , 且 其 中 
B, O, E, F RIKET o 的 充 要 条 件 是 

(i) (7-5-34) 成 立 ; 

Gi) 存在 常数 Ki, Ka, Ko bso 使 得 

(a) XKS = —L($, KAN (h, Ks) + M$, Ka), 


(7-5-60) 
XE L, M,N 由 ( -37) 所 定义 ; 或 | 
(b) kD Lb. FE) NG, Ks) - Mi, Kà, 
(T-5-61) 
其 中 
L$, Ks) =24°( )J Mobdd + Ka, 
Nag, Ka) mkf Bòde + X, (7-5-62) 


Ni(¢, Ks) ZI + Ks 


5.4 进一步 结果 . . 
i. SH 8O(3) 的 线性 可 积 系 统 偏 微分 方程 的 宁 恒 律 
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SR 
S (5, Pe, $i Peo, dat; dit, e) 一 0， (7-5 4) 
容 有 线性 可 积 系 统 


6,=UG, 6,=VE, (7-5-1) 
EtU, V 属于 某 一 线性 群 G KERS o. UE 
$-Só (S HFA, (7-8-63) 
我 们 得 到 线性 可 积 系统 (7-5-1) 的 一 个 规范 变换 
$,-02, 9,- VÀ, . (15-64) 


ed Ü - SUS- — (6,9) 83, V - SV S — (a,8) 8-1. 


(7-5-65) 

如 所 知 ，(7-5-2) 在 规范 变换 下 不 变 ， 利 用 规范 变换 , 可 以 把 

化 约 的 线性 可 积 系 统 变 为 不 可 化 约 的 线性 可 积 系 统 . 我 们 已 看 到 
对 于 一 个 一 般 的 守恒 律 


它 容 有 一 个 口 (1) 线 性 可 积 系统 
. ov ov 
Wavy, Æ- yy, (7-5-67) 


它 也 可 以 写成 下 述 的 SL(2, 有 ) 群 的 化 约 的 线性 可 积 系 统 
ab ,-N 0 ob ,M 0 
a-l f. $-( je 


0 -N 0 M | 
(7-5-68) 
例如 , 我 们 取 
S=/ $ Piy, s«( $ atA 
A gal $ ^7 1-6 p ^ 
(7-5-69) 
就 有 


5-( —26N+¢, — (004 DN -h 
(OS 0-29) N+ 2N — d, ) 
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_ 2PM 十 加 — (26+ 1) M — de ) (1-5-10) 
(26 -1)M + ġe — 29M 一 加 

BAR, 它 是 不 可 约 的 ， 因 此 , 每 个 守恒 律 必 容 许 一 个 SOQ, 1) (或 
SO(8) ) 线性 可 积 系 统 ， 并 且 可 以 看 作 S*7, H” (或 S?) 的 Gauss 
方程 或 其 支 方程 . 

将 $2 中 定理 1 定理 3 与 现在 的 结果 结合 起 来 , 我 们 得 到 ( 兄 
SEK [9]: 

定理 5 如 果 一 非 线性 偏 微分 方程 容 有 SO(3) (或 SO(2, 1)) 
的 线性 可 积 系 统 ， 则 这 个 方程 必 可 写 为 SCR (或 EPR 
Sic R^ HJ Gauss 方程 或 其 支 方程 . 

2. HRSA SOB, 0) 或 SL(2, OQ) 群 的 线性 可 积 系 统 

本 匠 5.2.5.3 段 中 的 方法 对 构造 出 容 有 SO(3, 0) (或 等 价 地 
SL(2, 0O) ) 群 的 线性 可 积 系统 同样 是 有 效 的 . 

例如 , 令 

A=t(f2t Pe), Bo 201b. C=t(b.—4), 
D=ġ-¢, E-0, F=46+¢, 
从 (7-5-48) 我 们 得 到 
~p: dit 4 (her — Pee) +26 6127(b—6) =0, 
— prt bi +4 (heat Pea) +24, 617 (64+) =0, 
这 是 Cubic Schrodinger 方程 
4 -bee 十 21 的 2 一 0. (1-5-71) 

3. 构造 容 有 SOB) (或 SO, 1)) 线性 可 积 系 统 偏 微分 方 
程 组 的 一 般 方法 

如 果 从 方程 〈7-5-5) (ak (7-5-48), (7-5-50)) 中 解 出 A,B， 
O, D, 刀刃 中 的 一 个 ， 例 如 4， 然 后 将 它 代入 另外 两 个 方程, 并 
4 B, C, D, 恕 ,了 为 u,v 及 其 到 某 阶 为 止 的 偏 导 数 的 函数 ， 则 
我 们 得 到 一 个 包含 两 个 方程 的 方程 组 , 它 具有 两 个 未 知 阔 数 , LAS 
7i SO(8) (或 SO, D) REN RRA, REET p Mg 3 A 
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T SO(3) (或 SO(2, 1)) ZR TERT BET PIS) ER 的 一 个 一 
RAK. 我们 在 这 里 介绍 下 述 结 果 , 而 不 予 证 明 ( 见 章 末 [9] ) . 
设 kalu, v) (a, b=1, 2 RET ER, ORR 中 一 个 开 集 ， 

MTT (w, v) € O, 方程 组 

OU pau 0) e+ halu, v) 

a ”Dr wo? (T-5-T3) 
E = hay (u, D+ haa (u, D 
容 有 SO(3) (或 SL(2, R)) 线 性 可 积 系 统 . 


从 上 述 结果 可 以 推出 ， 所 有 由 两 个 守恒 律 方程 所 构成 的 方程 


组 
Ofi(u, v) , Ogi(u, v) 
p LT ace 
BH afi fa) 
fale, v) , Oga(u, 9) -0 ( O(u, v) 0) 
at Ox 
(1-5-73) 
局 部 地 均 容 有 线性 可 积 系统 . 
特别 ,1+I 维 气体 等 箭 流 方程 
9p , A(pu) 0 
à. 8 , 
Hen (7-514) 
ôt | Ox E ? 
DEE LB tes HRS OILS A 
MP p-p(u o), (1-5-15) 
(pu) a+ (pv) y=0 
R? 中 极 小 曲面 的 微分 方程 
Og Op. 
四 àj 
9( LP. fn a 
BETT) ta verte) 


(7-5-76) 
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可 以 写成 方程 (7-5-7 人 .由 $3 定理 2 可 知 ， 在 未知 函 数 的 某 个 
区 域 中 ,这些 方程 组 都 容 有 SO(3) 或 SL(2, R) 线 性 可 积 系统 ， 

此 外 , 我 们 可 以 利用 规范 变换 使 得 线性 可 积 系统 中 引进 参 数 
^. 例如 在 SL(2, B) RITE, 我 们 可 以 取 


和 AL 
S=- i ) 


RARE xO, 产 是 和 的 2 次 多 项 式 ， 


86 和 孤立 子 曲面 


在 孤立 于 理论 中 ,线性 系统 
GD.=UD, Ó,— yo (7-6-1) 
HRU, V AACR AB IR CAO REI BT 
且 还 依赖 于 一 个 参数 X， 这 一 点 ， 已 如 前 面 几 章 所 见 到 的 ， 对 于 孤 
立 子 理论 是 非常 重要 的 ， 对 于 这 种 带 参数 的 可 积 系统 ,8ym( 见 章 
XE (20] [21]) 提 出 孤立 子 曲 面 的 概念 ， 在 本 节 中 我 们 以 群 SU (2) 
ROTEL VOR, CRRHS EARE i A 
REL, SRT dE n 时 ,孤立 子 曲 面 照样 可 以 定义 ， 
ene anes 间或 拟 欧 空间 中 的 二 维 曲面 . 
RUT, du, ths, M, V SVG. Se, d, n MEX 
为 实 信 时 都 取 作 于 20 的 的 李 代 数 su 2), (-9-D 的 可 积 条 伯 
为 
U,-V,--iU, V]=0, (7-6-2) 
假定 它 决定 -个 不 依赖 于 和 的 非 线性 偏 微 分 方程 (或 方程 组 )， 如 
3 (x, 人 是 (7-6-2) 的 一 个 解 , 据 此 , 可 以 积分 (7-6- 昌 得 到 更 
我 们 可 采用 取信 于 SU (2) 的 ONU, V 属于 eu(2), RED H 
茶点 的 值 (初始 值 ) 属 于 SU (2)， 它 就 会 属于 SU 2), 27D — 
般 是 依赖 于 参数 AW, HIB OO), 
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如 所 知 , SU (2) 的 李 代数 su(2) 是 一 个 3 维 的 线性 空间 ， 其 上 
有 Cartan 内 积 4 
(X,Y)-$T,OQCY) (X, Y €su(2)), 


是 一 个 正定 的 双 线 性 型 ， 使 得 s4(2) 具 有 3 维 欧 氏 空间 的 结构 . 


令 


P(t, 2, X) - 070, (7-6-3) 
对 于 确定 的 2 PENT (5 m) 平面 (或 它 的 一 个 区 BR) 到 su(2) 
的 一 个 映照 , 一 般 来 说 , 它 是 一 个 曲面 , Sym 称 之 为 孤立 子 曲 面 . 
当 入 变动 时 , 就 得 到 一 系 孤 立 子 曲面 ， 我 们 在 此 将 介绍 Sym 所 得 
到 的 一 些 主要 结果 . 
对 于 (7-6- 纪 的 同一 个 解 p, (7-6-1) 如 果 有 另外 一 解 PO), 
那 示 由 于 方程 (7~6-1) EREK, DOA) 必 能 写成 为 
VN = BN y (A) (7-6-4) 
的 形状 ,x OG, 22 2635, 仅 为 的 函数 .由 于 我 们 要 求 P1) 
取 值 于 SU (2), MA z0) ESU (2), 且 有 
WP = ADDAA - 31 0)x,0), 
(1-6-5) 
所 以 如 令 
P'(t, o, X) =U, (7-6-6) 
BE SA (7-6-5) np GL, P A P' 的 变换 是 一 个 转动 ( 它 由 y 10)07 
Dix (A) RA) IL Ba (A) n. QO 表示) 所 构成 ， 因 此 ,这 
两 系 曲 面 中 相应 于 同一 个 入 值 的 两 个 曲面 都 只 差 一 个 刚性 运动 . 
从 而 ,孤立 子 曲 面 的 几何 性 质 具 和 解 的 选取 以 及 和 的 值 上 朋 关 ,而 与 
多 的 选取 无 关 ， 因 而 , 对 于 (9-6-2) 的 一 个 解 及 一 个 确定 的 入 ， 唯 
一 地 确定 一 个 狐 立 子 曲 面 ( 除 运动 之 外 ). 
定理 方程 (7~6--2) SWF HE P (5,2,X) 的 Gauss-Codazzi 
方程 相等 价 。  - 
证 明 ”采用 外 微分 记号 , (7-6-1) 可 记 为 
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db- 2b (Q=Ude+Vidt), (7-6-7) 


(7-6-2) 可 记 为 
dQ-—0 0-0, (1-6-8) 


MIP (-6-3) ROA 视 为 常数 ), 得 到 
bP =~“ 0, + 7d, 070,9, 


(7-6-9) 
ix 
Q, = U da + Vd t, (7-6-10) 
因此 | 
P, =U ©, P,= OV d. (7-6-11) 


我 们 在 本 章 8 1 中 已 指出 auss-Codazzi HED d P, ~0, cP, 
一 0, 现 由 (7-6-11) 可 得 
dP, = 071QU,0--6714U,6-- 670,08, 
d P= P72 AQU, E —O1dQU ,€+6°OAd.o 
+0100, AQP 7 OAdgU, -.34U, ^ 06 
—P N AU AD +P AU, \QG®4+0-1U dad 


-- U, Q AOG 
= [U,, d2-Q\Q)6, (7-6-12) 
BP,=O [V ,, d2-QAQ]10, (7-6-13) 


所 以 当 (7-6-2) 成 立时 ，Glauss-Oodazzi 方程 成 立 ， 相 反 地 ， 如 果 
已 知 Gauss-Codazzi 方程 成 立 ， 则 由 曲面 基本 定理 得 知 PP, 
v, A) ER Hl IBI, APS Pi 为 不 同方 向 , KM U. SV, 也 不 成 比 
例 . 但 是 , 另 一 方面 , 由 (7-6-12)，(7-6-13) 可知， 

[U,, dQ— Q^ OQ] =0, 

[V,, 49— QA Q] -0， 

dQ —QMA^QO0-aU;, 

dQ—-2/\Q= BY,. 
BRU. 了 ;不 成 比例 ， 从 上 面 两 式 可 推出 dQ-QAQ=0, xx 
证 明了 (7-6-2) 与 Gauss-Qodazzi 方程 是 等 价 的 ， 证 毕 ， 


因此 
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孤立 子 曲面 有 一 系列 有 兴趣 的 几何 性 质 ， 我 们 着 重 讨论 下 述 
和 情况， 如 


1 0 SO g 
"rA T 1-6-14 
v al 0 M Lg 4i ) 
0 i1 Fé 0] 0 1 
Vaan) og T MEN > | 


(7-6-15) 
Apa, 8, 6 为 入 的 多 项 式 ， 其 系数 是 9 的 微分 多 项 式 ， 例 如 ， 
aCA) 一 ao 十 Ga 十 ga 二，，ao，ddi，aa 为 9 与 9 关于 ww MEH 
导数 的 多 项 式 ，g 是 实 未 知 函 数 . 为 使 可 积 条 件 成 立 ， 可 以 知道 
2 和 关于 2 只 是 奇 次 的 ,5 关于 和 只 是 偶 次 的 . 在 和 =0 
Bj, 


4 0 4 0 0 ií 
ni 2] naoli *lee[* 下 


(76-16) 
90 g 0 47 
u= o ?| Fa , o] (1-617) 


o i 
因而 7, V 属于 由 | o | 折 张 成 的 子 代数 中 ， gà o MDBON 
0 ] 0 i 

vu MA 0 | 在 G6: 的 伴随 变换 下 是 

4 0 0 工 _ 0 4 

不 变 的 . EM ,| 和 | | 所 成 的 平面 和 | ， be 
一 有 —t 0 4 0 

垂直 的 , 所 以 在 群 Gs 的 伴随 变换 下 也 是 不 变 的 . 由 (7-6-11) 可 见 ， 


0 1 
P,Ps 所 成 平面 由 |。 4l | [pia 因此 , ILF 
—6 —1 0 
BE E EE TER BCE, 从 而 得 到 ， 
(D) 当 %=0 时 ,系统 (7-6-14)、(7-6-15) 所 相应 的 任何 解 的 
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孤立 子 曲 面 均 为 平面 , 

此 外 还 成 立 ; 

(2) P(to e, 0) 构 成 这 张 平面 上 的 一 坐标 曲线 , Bo 是 曲线 
的 弧 长 参数 ， 


i 0 
事实 上 ， P00.0-07| | Jo. 


一 多 
, , 1,[1 0 
p DLE 
(8) g 的 几何 意义 是 ; g= 一 各， 这 里 z 是 o- 举 标 曲线 的 曲 
x, 
这 是 因为 ,平面 上 e- BRR A By 
veo? Tl, 
- 4 0 p 0. 
d -1 
Pa--Ó ul, - NAE Lo _; Ue 
== -ø= 0 4p 
20 0 
| 一 2 0 7 
y= Fs =gh M -ag 728 


(D digi 
] dow eR Ob RAD. 
(1-6-18) 
(E) "o 为 纯 狐 立 子 解 时 ,第 一 守 乌 律 | gw 还 可 以 用 孤立 
子 个 数 的 代数 和 表示 
=| ste 立 子 个 数 的 代数 和 , 
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其 中 ， 所 谓 狐 立 子 个 数 的 正 负 是 指 在 散射 数据 中 的 比例 因子 的 正 
负 . 
在 Sym 的 一 系列 工作 中 , 还 列举 了 孤立 子 曲 面 的 若干 例子 及 
其 几何 解释 , 这 里 我 们 就 不 一 一 介绍 了 . 
利用 孤立 子 曲面 ， 可 以 讨论 属于 同一 群 的 两 个 孤立 子 系统 的 
等 价 性 ， 
这 里 一 个 孤立 子 系统 Ks, 是 指 方程 
DieU Di, 6, = VO, 
及 其 可 积 条 件 
U. -V.t (U, V]=0, 
PIT RS 下 1 经 过 规范 变换 


P >Ø, = S, (7-6-19) 
GE S BUET E 的 群 , 且 与 入 雹 关 ) 后 , 成 立 
DG, Bi Bo — T (i, x, 2), (T-6-20) 


所 以 孤立 子 曲 面 族 存 规范 变换 下 不 会 变 , 再 经 过 自 变 数 变 换 ， (6 
2) (U, o^), SET LL Rel ek, 只 是 参数 表示 有 所 改变. 
两 个 孤立 子 系统 Ky 与 Ko 如 果 经 过 这 两 种 变换 (规范 变换 和 
由 变数 变换 ) 能 互相 变换 ， 则 称 这 两 个 孤立 子 系统 K 5 Ke 是 等 
oH, SMM FT RAH MO ATR, HURL, Um 
个 孤立 子 系统 Ks, Ko 有 相同 的 孤立 子 曲 面 族 ， 则 让 1， 下 是 等 
价 的 ,事实 上 ,这 时 可 选择 学 标 使 (7-6-20) 成 立 , 由 于 D, Da 都 是 
(7-6-1) 的 解 ,我 们 有 一 S62， 现在 来 证 月 5j X 7536, 这 因为 
到 一 SG Ss, 
gi (7-6-20) , 这 就 是 
BT = SG 
央 此 得 到 S,5,—0. 
但 deti. 0, 这 就 得 出 , 8, —0, S 与 和 无关， 
《7-5-20) 式 也 可 以 用 两 者 的 第 一 基本 形式 与 第 二 基本 形式 相 
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SHARE, ATPASE, WUE PRA CL. Shimizu 及 M. 
Wadati) 


jip Z! q.. Nu ^a 9r 
ELE TUER m 0 (7-6-21) 
及 其 对 应 的 线性 方程 组 


De ( — GÀ MZ "m ( A B ja 
ag* $^ C — 4 ° 


(1-6-22) 
式 中 


且 g=Vli fg *,d=-~B 
和 非 线 性 Sehrüdinger 77 程 所 相应 的 系统 相 等 价 ， 


894 WT Bit SIE 


$ x M 


[1] M.J. Ablowitz, D. J. Kaup, A. C. Newell & H. Segur, Nonlinear evolution 
equations of physical significance, Phys. Fev. Lett. 31 (1973), 1954-187. 

[2] A. V. Bäcklund, Concerning surfaces with constant negative curvature, 
Lunds Universitets A rsszrift 19(1958). Tranlated by E. M. Coddington of 
New York. 

[3] 8.8. Chern(2 d 8), Geometrical interpretation of sinh-Cordon equation, 
Annals Polinei Math 29(1981), 63-69. 

[4] J. Eells & L. Lemaire, Selected topics in harmonic maps CBMF Regional 

` Conference Series of the NSF, 1980, another report on harmonie maps, 
Bulletin of the london math, Sov. 2) (1988), 385—584. 

[5] L. P. Eiszuhart, A Treatise on the Differential Geometry of curves and 
surfaces, 1909. 

[6] C.H. Gn, On the cauchy problem for harmonie map defined on two 
dimensional minkowssi space, Commun. on pure and applied math 33 
(1980), T27~ 737. 

[7] C.H.Cu, Harmonie maps of manifolds with indefinite metric, Pron.of DD 3 
(1982). 

[8] C'H.Gu, On the harmonie maps from Rbt to St Crelle Jour, 316 (1984), 
101--109. 

[9] C. H. Gu, & H. S. Hu GAMA), On the determination of nonlinear 
PDE admitting inlegrable system, Scientia Sinica (Science in China) Series 
A (1986), TIN TIY. 

[10] C. H. Gu, On the motion of a string in a curved space-time, Proc. 
of 1982 Grossmann Symposium, 139—142, 

(11] H. S. Hu, Sine-Lapiace equation,  Sinh-Lapiace equation and 
harmonie maps, manuscripta math, 40(1982), 205.216. 

[12] H. S. Ha, The construetion of hyperboli: surfaces in 3-dimensional 

 minkowski Space and sinh-Laplace equation, Acta mathematica Sinica 
(1985), 79.86. 

[13] H. S. Hu, Some nonexistence theorems for massive Yauc-mills 
fields aml harmonie maps, Springer Lecture Notes in Physics, 219 (10845, 
107-116. 

[14) EH. S. Hu, Some non-linear PDE'S and harmonie maps, in Géome- 
trie Bymplectigue et mécanique(193.,, 16-53, Hermann, Editeurs des 


第 七 章 ”孤立 子 理 论 与 微分 几何 学 395 


Sciences et des Arts Paris. 

H.S. Hu, Nonexistence theorems for Yang-mills fields and harmo- 
nic maps in the Schwarzschild spacstime(1), Letiers in mattematical Physics 
14 (1987) , 2537-262. 

H. 8. Hu, & S. Y. Wu (REB), 了 网 上 题目 (ID), Letters in maitema- 
tica] Physi es, 14 (1987) , 243-351. 

H. S. Hu, A nonexistence theorem for harmonie maps with slowly 
divergent energy, Chinese Annals of math, 5B(1984), 737~740. 

K. Pohlmeyer, iniegrable Hamilionian system and interaction through 
quadratic constraints, Commun. Math. Phys.46(1976), 207~221. 

R.Sasaki, Nucl. Phys., B154(1979), 343~357. 

A. Sym, Soliton Surface I, 1], TII, 1V, V, VI, Letters Al Nuovo Cimento, 
33(1982), 394-400, 36 (1983), 3017312, 39(1984), 193-196, 40(1984), 
2257-231, 41(1984), 33440, 41(1954), 3534360. 

A. Sym, M. Bruschi, D. Levi and O. Ragnisco, Soliton surface VII 
Letters Al Nuovo Cimento, 44(19853), 529-5536. 

K. Tenenblat & O. L. Terng (RÆ), Ann. math, 111 (1980), 4774-490. 

C. L. Terng, A highe: diieasion generalization of the sine-Gordon 
equations and its soliton theory Ann. math. 11161980), 401-510. 

G. Z. To FRE), AUTRE CWE TTA V, HRS RMS 
报告 (武汉 )，1983， 


第 MX 
非 线性 波 的 数值 研究 


MAA 


1965 年 , Zabusky, Kruskal 应 用 数值 方法 发 现 了 Korteweg- 
de Vries 方程 解 的 重要 性 质 , 从 而 开辟 了 册立 子 研究 的 新 时 代 . 二 
十 多 年 以 来 ,这 方面 已 成 果 黑 累 ， 首 先 , 孤立 子 的 理论 工作 取得 了 
重大 成 就 , 例如 可 见 Jeffrey, Kakutani (1972 年 ), Scott, Chu, 
Melaughin(1978 年 ), Lax (1976 年 ), Miura(1976 年 ), Bulloug hk 
Gaudrey (1980 4), Ablowitz, Segur (1981 年 ), Dodd, Eilbee, 
Gibbon, Morris(1982 年 ) 和 Newell(1985 年 ) 等 人 的 专著 . 其 次 ， 
非 线 性 波动 方程 的 数值 解法 也 迅猛 发 展 起 来 ， 成 为 计算 数学 中 一 
个 重要 而 且 十 分 活路 的 领域 ， 目 前 所 应 用 的 数值 方法 大 致 可 归纳 - 
为 三 大 类 .第 一 类 方法 是 差分 方法 , Zabusky, Kruskal(1965 年 ) 
就 是 应 用 二 阶 精度 的 Leap-frog 格式 计算 Korteweg-de Vries Jj 
TER. 以 后 , Viiegenthart(1971 年 ), Greig, Morris(1976 4E) fü 3 
本 瑜 (1976 年 ) 分 别提 出 了 耗 散 格式 ，Hopseotep 格式 和 二 次 守恒 
格式 . Strauss, Vazquez(1978 年 ) 和 Perring, Skyrme(1962 年 ) 则 
较 早 地 应 用 差分 方法 计算 了 Klein-Gordon 方程 和 sine-Gordon 
HR, 第 二 类 方法 是 有 限 元 方法 , Wahilbin (1974 年) 提出 了 计算 
Kerteweg-de Vries 方程 的 耗 散 有 限 元 格式 . 接着 , Sanz-Serna, 
Obristie(1981 年 ) 构 造 了 Petrov-Galerkin 格 3$, 而 Mitchell, 
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Schoombie(1981 年 ) 应 用 位 移 函 数 构 造 了 另 一 类 有 限 元 格式 ， 第 
三 类 方法 是 谱 方法 和 拟 谱 方 法 ，Glazdag(1973 年 ), Tappert(1974 
42), Canosa, Gazdag (1974 4g), Shamel, Elsässer (1976 年 )， 
Watanobe, Ohishi, Tanaca (19774), Fornberg, Whitham(1978 
年 ), Abe, Inoue (19804) fr 38 A My (1985 年 ) 等 都 提出 了 各 种 计算 
Korteweg-de Vries 方程 的 谱 格 式 ， 最近 ，Ma Heping, Guo 
Benyu (1986 年 ) 还 提出 了 一 类 带 有 限制 算 子 的 拟 谱 格式 ， 此 外 ， 
人 们 不 断 地 进行 各 种 数值 试验 , 研究 非 线性 波动 方程 的 种 种 性 质 ， 
例 如 Bishop, Krumhansland, Trullinger (1980 年 ) 对 sine- 
Gordon 方程 初 、 边 值 问题 进行 数值 研究 ， Riz, Chu, Xiang, 
Baransky (1983 年 ) 和 Guo Benyu， Weideman(1985 年 ) 的 数值 
RRA, Korteweg-de Vries 方程 的 某 些 初 、 边 值 问 题 也 具有 
jid. Kaup, Hansen (1985 4E) fi Guo Benyu, Yan Xiaopu 
(1986 年 ) 还 分 别 对 非 线 性 Schrodinger 方程 和 sine-Gordon 方程 
的 某 些 初 、. 边 值 问题 进行 了 数值 研究 , 发 现 了 类 似 的 性 质 . 

在 本 章 中 ， 将 介绍 一 些 主要 的 数值 方法 和 有 关 的 数值 研究 结 
R. 


§1 Korteweg-de Vries 方程 的 差分 解法 


考虑 Korteweg de-Vries 方程 的 下 列 周 期 解 问题 ， 
Ou Qu ，Dav 


or "tA AS ER, t>0, 
u(z--1,1)—u(s, t), 2€R, i>, (8-1-1) 
uls, 0) =uo(a), z€ R, 


记 了 T=(0, 1), 入 是 任意 正 整 数 , 变量 z 的 网 格 步 长 


haa. DORERIGU [o7 jh, 1<j<W-1}, 4AE T, 
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=I,U{0}U (1). RA r AREE i PUEDE, Sp 0100, 7, 
2v, +}, 8,-8,/(0), RVR TIAME Y: 
ree. t) CC Dew, 0), 
Valt, t) = v, (m$ —- h, t), 


vele, 2) 3 (velo, Dele, 2), 
ves (8, t) =t (u(a-+h, t)—2v(a, £) &-v(e—h, t)), 


类 似 地 ,定义 vle, 1), vle, 2), vi(m, i), RI vno, 1), 
又 定义 下 列 离散 内 积 和 范 数 : 
(v (t), w(t) =k 2, ole, t)w(z, t), 


l»(D ito CD, «(),, 
iO Ia b le, 9P, 


COL PERTONOISEPNOISN 


构造 差分 格式 的 最 简单 方法 是 用 差 商 直接 准 代 相应 的 导数 . 
汝 为 可 以 用 不 同 的 差 商 带 近 同一 个 导数 ， 所 以 可 以 用 不 同 的 差分 
格式 来 罗 近 同一 个 偏 微分 方程 的 定 解 问题 ， 例 如 设 (n, 2) BOE DI 
解 为 ze(z, 如 , 则 可 用 下 列 格式 计算 (8-1-1)， 

uo, $) Fu n, Duk, D+ usa, t) =0, 2€ D, t€S,, 


uci, t) =w, t), sE Trn t€S8,, 
wu (s, 0) = uoto), 2€ I, 
(8-1-2) 
如 果 Dom DA ese gees, BRRR- (8-1-1) Roo 


REA O c+ h?), WR, 逼近 精度 不 仅 与 所 选择 的 格式 有 关 , 而 且 
URSA AR. Au AG, 则 可 构造 种 种 高 精度 的 差 
分 格式 
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着 近 精 度 高 的 差分 格式 不 一 定 就 能 给 出 好 的 数值 解 ， 因 为 一 
个 合理 的 差分 格式 还 必须 保持 原 问 题 的 某 些 性 质 , 所 以 , 人 们 经 党 
从 物 到 定律 出 发 构造 合理 的 格式 ，8oeott，Ohu，Melanghlin 指出 
运动 的 黎 定 性 与 守恒 律 有 关 ， Lax 则 指出 问题 (8-1—1) 的 解 满足 
无 良 多 个 守恒 律 , 例如 前 三 个 守恒 律 为 


f ule, t)dz—e, (8-1-8) 
J, v, Ddz- 6s, (8-1-4) 


其 中 心 为 与 we(o 有关 的 常数 . 当然 , 我 们 希望 设计 一 个 差分 格式 ， 
使 得 它 的 解 满足 相应 的 离散 守恒 律 。 然而 ,一般 很 难 模 所 全 部 守 
恒 律 , 改 只 本 选择 其 中 若干 个 . 

MRAR M (S-1-3), 则 可 应 用 下 列 格式 

2 (a, DHFL, tupel, )=0, sE, t>0, 


iP(p--1, t) u^ Ge, 2), Z fa, 1250, 
u(x, 0) = usa), sE Ly, 
(8-1—-6) 
其 中 P, )- Siw, DT. RERE, ERRARE 
(8-1-3) 825 cL BE CS Lc. 即 
he (a, t) = C4, (8-1-7) 


h 
当 具 体 计算 时 ， 还 必须 把 LE Go, 2) 离散 化 ,例如 
uj (2, t)+oF3(«, d--v) + (1-0) Fda, t) 
tousle, t+7)-+(1—o)uba(a, 1) =0, 
GE In, t€ 8,, (8-1-8) 
SiH O<c<1, Yor ORf, (8-1-9) 是 显 式 格式 ， Boru Bf, 
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(8-1-8) 是 隐 式 格式 ， 后 者 计算 稳定 ,但 对 每 一 时 刻 1E,, 都 必须 
应 用 千代 法 才能 得 到 所 需要 的 解 ， 为 了 既 省 工作 量 而 又 计算 比较 
稳定 , Greig，Morris 提 出 了 Hopscotch 格式 , 即 


. i 
u n x jen, 
1, HI. 
Vliegenthart 则 采用 下 列 带 有 耗 散 项 的 格式 
ula, D4 PY, D4-u (v, 0 — Aut, t) =0, 
$C, 4€ 8,. 
Zu Y ARR FE (8-1-3) 30 (871—4) ,我 们 定义 
JG, p) =$ oue 1 (p)s, 
计算 (38-1 二 ) 的 二 次 守恒 格式 是 
2 (ae, i) +J (a, 0, wa, 0) 


tutale, 1) 0, vE I, t>0, (8-1-9) 
(ati, 2) ^w (v, 1), vE Ly, $20, 
u (s, 0) —upg(2), 2Cl,. 


它 的 解 满足 守恒 律 (8-1-7)， 另 一 方面 , J (v, 只是 反对 称 算 子 , 即 
可 由 Abel 公式 得 到 
( (v, p), Wat (J (w, p), o)a=0, (8-1-10) 
JB w^ (o, 1) 36 (8-1-9) ILS — AIR AB, 就 得 到 ^ C2) |? = Duo], 
六 此 格式 (8-T-9) 的 解 同 时 满足 两 个 离散 守恒 律 . 
在 具体 计算 时 , 可 把 (8-1-9) 离 散 化 为 
ui (æ, t) +J (ue, 有 十 ore t), wa, t)) 
+ uel, t) +orufze(@, t) =0, vE Ip, tE Ss, 
wt1, t=, t), z€l,1€8,, 
wu (z, 0) = uo(w), sE, 


(8-1-11) 
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不 难 由 (8-1-10) 得 到 
[uh (tea) P= (D rr 0) v1 (0 IF, 

BAR, S oz Lat, [e Hus d, 故 抑制 了 计算 不 稳定 性 ， 特 
别 当 oL pj, e) = bul, 县 逼近 误差 为 0(za 十 7) 

为 了 提高 计算 精度 ,党 采用 多 层 格式 . 例如 ， 

u” (x, 2) 十 J(u’ (w, 1) 了 a (a, 1)) 十 whale, t) = 0, oc Iy, tE S,, 

we (v, 0) -- J (ul (a, 0) , ul (0,0)) ba alu, 0) = 0, 0C Ly, 


wat, t) =le, 0), wes, tC S, 
w^ (o, 0) = ug), Efa, 
(8-1-12) 


事实 上 ,这 就 是 Zabusky, Kruskal 所 采用 的 格式 、 不 过 ,此 格式 
不 满足 二 次 守恒 律 ,现在 把 (8-1-12) 改 雪 为 

we, bpm) (e, t=) +206 Qe, 1), 
其 中 G (i) = —J (e, v) - ta, 
Sanz-Serna 的 格式 为 

ua, tHr)= (o, t~r) 2v(1) G (i6 (o, D), 

其 中 变 步 长 由 下 式 决 定 

GMD), PO AG xe cacy, ty) 

T(t) = | ? , 


(Gur), GUE) ) 
0, 否则 . 
可 验证 wate) = eo) i, 因此 满足 离散 形式 的 二 次 守恒 
f&. 
另 一 类 高 精度 且 计 算 稳 定 的 格式 是 预 估 -- 校 正 格式 ， 例 如 ，, 
Kuo Penyu( 即 Guo BenyuWu), Huamo 所 采用 的 格式 
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( a (e, 1) — u^ (a, t)— Brd (u (a, t), wh (a, t)) —Brubis(w, t) 
vE I5, tE Se, 
u^ (u, DHI (iP (z, t) tortla, t), (a, 12) tuisle, t) 


cecus, t) =0, vC I, tC $,, 
u^ (z--1,1) —w (e, t), ET,, (€ $,, 
ty” (2, 0) = Uo (x) 2 v € "n 


其 中 0 和 er 和 1 0<@<I, 

差分 格式 理论 的 基本 问题 之 一 是 格式 的 稳定 性 和 收敛 性 ， 对 
于 线性 差分 格式 ， 如 果 它 对 原 微分 方程 的 逼近 是 相 容 的 ， 那 末 根 
据 Lax 定理 ( 见 章 末 [52])， 稳 定性 等 价 于 收敛 性 ， 但 是 Lax 定 
理 不 适用 于 非 线性 差分 格式 ， 目 前 主要 采用 两 种 方法 来 分 析 非 线 
性 问题 的 计算 稳定 性 ， 第 一 种 方法 是 分 析 近 似 线 性 稳定 性 ， 例如 
设 wo, t) Mule) AHAARS u^ (m, Aola), (8-1-8) KA 
端 计算 误差 为 了 (z, i), 于 是 略 去 高 阶 误差 后 , 得 到 近似 误差 方程 

ula, H) -Hout (v, td-r)u (s, ¢+7) t (l—o)u'(o, Dw lw, 1) 
tovie(@, tbr) + (1— 0) dl su, 0) =v, 
rcl, tE8,, 

SEE wh Qo, )RI v (e, t+ v) UAE u, 这 就 得 到 一 个 相 
应 的 常 系数 差分 方程 。 如果 对 一 切 (z, 2) AR u, 此 格式 是 
稳定 的 ， 则 称 原 格式 (8-1-8) 是 近似 线性 稳定 的 ， 显然 ， 对 于 近 
似 的 常 系数 误差 方程 ， 可 应 用 Fourier 方法 分 析 其 稳定 性 ， 表 
8- 直 给 出 了 几 个 差分 格式 的 近似 线性 稳定 性 条 件 ， 其 中 


M — max |u(z, tj, 
rt 


REL 几 个 差分 格式 的 近似 线性 稳定 性 条 件 


Greig-Morris Vliegenthart 


Zabusky~Kruska 1 


k? 


3 
T 一 一 一 一 一 h 
和 二 好 


h? 
一 一 一 一 一 一 -一 二 过 一 一 一 -一 
TI | “TFM 
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1965 年 ， 郭 本 瑜 提 出 了 广义 稳定 性 的 概念 ， 为 严格 估计 非 线 
性 问题 的 计算 误差 提供 了 一 个 新 的 方法 ， 下面 以 格式 (8-1-9) 为 
例 来 说 明 这 一 方法 . (8-1-9) 的 误差 满足 
DE Ge, 1) +I GIG, 0, Wa, 0 (rs 0) 
+d P e, 1), uh (a, H) Waa, t) = f(x, i), 
用 u^ Ge, 4) Fe EXSOERR ALB, 由 (8-1-10) 得 到 
Flat) 122-2(J Q^Q), q^ (1), w(t) nS u^) E+ 17 (1, 
可 以 证 明 
因此 


| GA(D, WED), 9). Ms LACIE 
AE UO HS ts GC) + LP (D I, 
其 中 Mi, Mo 是 仅 依赖 于 ula, 办 的 正常 数 ， 又 记 
PD = tolit | IPE za. 
定理 I Gv, D 是 格式 {8-1-9) PORC, AREN IK 
BE, DRIER Ma, Ma 使 得 对 一 切 ;>0 都 有 
HQ) He Meth. 
FIR APPT OEE, Fo (a, OdeRK t (S- 1-9) AOE ae 
B) = | ica, 
根据 Guo Benyu 的 方法 , 可 由 定理 荆 声 按 得 到 下 面 的 结果 
定理 MB u(x, Df Co, 为 分 别 为 (8-1-0) 和 (8-1-9) 的 
解 , 则 存在 仅 与 v(z, 仿 有 关 的 正常 数 Ms 和 Me, 使 得 只 要 当 i0 
时 ， 忆 (的 一 0, 那 未 


ue) —w (0 |< Mie" RCD. (8-1-13) 
上 上述 方法 可 以 推广 应 用 到 下 列 更 一 般 的 方程 

eu , Ou era _ 

or 7 uw P8 a =9, (8-1—14) 


其 中 o, B, p ROS EL v 是 非 负 整数 ， 计 算 它 的 一 类 格式 是 
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h 
a (a, t)+ady(u'(a, i), u^ (m, 1) + Buby marr sa (o, t) =0, 
T 个 T 个 
. (8-1-15) 
ae 万 人 内 = H grs (orn): 
a pe 7 gpl ^ 


Hv, w, p 在 z 方 向 以 4 为 周期 , 则 

(Jaw, p), Wat (JaQw, p), v)a=0, 
I8 Jt (8-1-15) 的 周期 解 满足 le) i= coll, 29 TEREM 
有 与 本 节 定 理 1 和 定理 2 类 似 的 误差 估计 式 ， 尚 可 构造 更 精细 的 
格式 , 例如 当 p=2, 7=1 时 ，(8-1-14) 就 是 修正 的 Korteweg-de 
Vries 方 程 , 计算 它 的 一 类 格式 为 


k 
L (2,0) taaa, 0, a, £)) + Butssn, t)=0, 


其 中 Jo(v, w, 2) = Bavat (ru) e (vue). 


二 维 空间 中 的 Kadomtsev-Petviashvili 方程 是 Korteweg- 
de Vries 方程 的 一 种 推广 形式 , 即 
0 (Qu , g, Ou , Ou N, Pu 
i )+e OF 
记 4 一 2， 于 是 计算 此 问题 的 一 类 格式 是 
e 
(a, y, 2-97 GIG, y, D, wa, y, 1) 
+ Uses (2, V, t) + avis (a, y, t) =0, 
VP (a, y, 5) - vam, y, è). 


—0, (8-1-16) 


82 Korteweg-de Vries 7## Y, xi 
问题 的 数值 研究 


由 于 水 坝 放水 等 实际 问题 的 需要 ， 人 们 逐渐 重视 Korteweg- 
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de Vries 方程 的 初 . 边 值 问 题 . 因为 反 散 射 等 方法 很 难 推广 到 初 、 
边 值 问题 , 因此 至 今 还 没有 任何 理论 研究 成 果 , 所 以 对 Korteweg- 
de Vries 方程 初 、 边 值 问题 的 数值 研究 就 显得 十 分 重要 .Chu， 
Xiang, Baransky 和 Guo Benyu, Weideman 分 别 独 立地 研究 了 
下 列 问 题 


r E ĉu =0, c€R'*, i>0, 

| Os ^ Qu 

| «co t) Iu. t>0, (8-2-1) 
| lim (Cu, £) =0, Li, 

tule, 0) =le), re m, 


其 中 g(t) SO, v0) =g), WMR g(t) Al uo (2) HR — RE, 则 
可 仿 Bui An ton 的 方法 证 明 该 问题 具有 唯一 的 古典 解 , 并 满足 下 
列 守 恒 律 


"roo js " (8-2-2) 

WR} = {ele=h, 2h, 0}, R2 = R, U 10}, RR (o 2) wa) 

WELIG), w (0), MR, BERAREN — H sE Ri 进行 
Bj. |e) P= (wG), o@))i. An^ lim v(e) =O, 则 


(J Cr, 9), wit (J Qo, 9), Yi A Qo, w, 9), (8-2-3) 
QU, Wara)at Vas, 0) — AsQo, w), (8-2-4) 
其 中 
Ale, w, p) = =È (r0 (0) (A) + (0) (A) (0) 


towl PR) tolh) roO 
Ag(v, w) = —w (h) vag (U) + wz (0) vh) 一 7 g we) »Q) 


一 i wrz (0) v (A), 
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SANE BLE v -于 是 计算 (8-2-1) 的 一 类 差分 格式 是 
pure, £) -J QU o, t) +oru: (z, t), v (m, t)) 
Hubala, t) tOta, t) =U, cCl,:€6;, 


v0, t) 2g(0, t€ Sr, 
u^ ( —h, 1) 22900) —w'(h, t), tE Sa, (8-2-5) 
lim v (v, £) =, tE S, 

~ wt (aw, 0) —ug(2), sE R; 


#ao=0, (8-2-5) EER mt. 不 难 由 (8-2-3) Al (852-4) 得 
到 
Clete) in Je ehur Ct) P+ Ay (uh), w(t), ue) 
+ Aa(u'(t), wv (0) =0, 


Fosi, (8-2-5) MHS, CME LAMA Ue EH 
律 , 即 
(lo^) BELA GP) ate), u^ (£) 4-u* (£4- v), w^ (1)) 


++ Aa) 4- uh (12-7), u^ (£) da (E--7)) =0, 


Guo Benyu 分 析 了 计算 的 收敛 性 。 假设 内 点 与 边界 上 的 逼近 误 
差分 别 为 2(w, HARO, 
PO =e D AO RHE, 

定理 1 r= O), c=0, R'(T)e'Ts M^, 则 对 一 切 

iT, 都 有 
HOROI BAOL 

其 中 M. Me 和 Ms ERI ule, 纹 有 关 的 正常 数 . 

定理 2 Xo-l gx UPON 


ju G) —u(t) i x My R*(t) eiut 
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其 中 Mio, Ma A5 ule, OUR X. 
计算 (8-2-1) 的 男 一 个 算法 是 应 用 (8-2-5) 的 第 一 式 计算 
u (x, D, r=2h, 3h, =, WA FRE vA, t), 
u^ (h, t) =au (0, t) 4- Bu* (2h, t) -Yw (3h, 0) -vu* (4h, 1), 


#a=B=4, Y-v-0 MJOGEIRGUS OW), fao d, 8-1, 
y= L, »-0 WIM RH H OM), Fa- 87 3, y= —1, 
> 一 村 , 则 其 逼近 误差 为 O(i)。 数 值 结果 表明 ， 仪 当 第 三 种 情况 
时 ,计算 才 是 稳定 的 . 

真正 感 兴趣 的 问题 是 检验 问题 (9-2-1) 是 套 具 有 孤立 子 解 , 事 
实 上 , 若 

、 fH, ^ssexD, 
vol) “Lo, SW, 

IK, Korteweg-de Vries 方程 的 初 深 问题 具有 玉 个 孤立 子 , 其 中 
下 是 不 超过 D +1 的 最 大 正 整 数 ( 见 章 示 [37]), Guo Benyu, 


Weideman 则 对 问题 (8-2-1) 进行 了 数值 试验 , 其 中 wo(z) =0, 


图 8-1 H=0.75, D=1.0 
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图 8-2 H=1.0, D=1.0 


RS? MRTE KO HM D HRKMAR 
es P es T es 


g(t) -人 d<i<D-+d, 
0, ”否则 , 

计算 结果 表明 , 对 于 适当 的 五 和 必 , 也 会 形成 狐 立 波 , Pim DLP 8-1 

和 图 8-2, 孤立 波 的 个 数 及 随 着 也 和 D 的 增 大 而 增 大 ( 见 志 8-2). 

Ohu, Xiang, Baransky 对 梯形 波 的 边 值 问 题 也 进行 了 数值 试验 , 

其 结论 是 类 似 的 ， 


第 八 章 “ 非 线性 波 的 数值 研究 409 


§3 Korteweg-de Vries 方程 的 有 限 元 解法 


计算 非 线性 波动 方程 的 另 一 个 重要 数值 方法 是 有 限 元 方法 . 
用 Os (1) AR MMS {v] vEC"(R), v(s-1) -v(2)), AZ) 
3: OF (1) fe H(I) 中 的 完备 化 ， 问题 (8-1-1) 的 弱 解 是 指 
uE L (0, +00; H;(1)), w44 
(f, (2c m: pey ou 2 )es-0, VoC H(I), 1-0, 
P 0) = ula), sE, 


(8-3-1) 
今 把 了 划分 为 小 区 间 T= [jh jh], I-U])L. 用 D AY K 


示 基 函数 空间 与 试验 函数 空间 , 它们 对 五 ;(7) 和 A; (了 BUSCAR 
BEEKA H. [BL E D. MY, BS ER 2 3I Oy ei fl yle), 
i«j«N. H tle, t) AK xz, ILU, 


Mo, = Maeda), €T, mo, 


通常 的 Galerkin 方法 是 寻找 w' C L'(0, +00; 44), 使 得 


oi Dr 
(2，0) = Pyuo(a), zCl, 
(8-3-2) 
其 中 Py A H, ri) D, 的 投影 算 子 ， 因 为 (8-3-3) 中 含有 二 
V AR SOR SO pr RANT Ae D, 了 到 为 一 次 有 限 元 . 


为 了 改进 计算 的 稳定 性 , 可 采用 耗 散 有 限 元 方法 , 也 就 是 说 ， 
FRCL, +00; Dy), W 


i(Qu' p 1p ma OU, Ow DAN CH 
{I vox (Wye Be + a \ax=0, WED, 10, 
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y Buh 4 Au Aur " 3 ee =") u 
NN ^d) ^ 5 X: bok do 70, 


vec: D, s>o, (8 88) 


vr, 0) = Pyuo(a), z€l, 
其 中 a0, BCC Hy), 

PUTER SI BR, uo 52-0, Hid 

Siu, k) = (v(z) |v(o--1) =v), vC O'CR) 
v(z)dk I; PA we SHR, ISN}, 

Wahlbin Nj (8-3-3) 438. (8-3-1), Jof a1, $;,— S^ (u, E), 
8 之 2 他 还 证 明了 下 列 结果 ; 

定理 ”假设 v 和 公分 别 25 (8-1-1) 和 (8-3-3) Hm, B= 
Silm, b). kz2, a=1, T RE EEXE IER, JE | Pro — uolo 
O(V^9), HIR, 对 一 切 CT, BA 

PEC — u(t) |l nary O0 (V9). 

Alexander, Morris XXII] o 进行 了 数值 试验 .由 于 当 几 > 
时 计算 太 复 杂 ，Winther 把 (8-{-1) 改 写 为 


ov Ow |. 
| ðt Ov =0, (8-3-4) 
2 :3 -3- 
(0G 
Qu 2 


TE, HRA MARAT RU", w) ELO, eo 0) x L7(0, 
十 oo; Dy) ,使 得 
ov | Ow /— 


ài ^O z€I, iz0, 
t ‘(au Ow ; 
3. Pads z= n ee = ANS -— ^ 
IK vdo f ar Ge (w) o "az 0, YED, 170, 
u^ (s, 0) = Pyus(o), wef, 


K CHO). BONUS RNA BA (8-374) 中 不 食 有 二 阶 仿 
SR KARO 取 为 一 次 有 限 元 空间 ， 从 而 减少 了 计算 复杂 人 性， 
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WER, Pelrov-Galerkin 方法 已 被 广泛 应 用 ， 也 就 是 说 
DU, igi. 


uq) S5. (), gia) = Er Qo) 
等 ， 一 类 计算 (8-1-H) 的 Petrov-Galerkin 格式 为 
> I (a; (0) p, Go) dr; (o) 一 E Qut (t) ^ gi (o), (m) 


+ul(t) 9 (2) 4 (2) )dz — 0, 
在 今后 的 讨论 中 , HO, SI, 0), BI 


eo) -e(4. -), 


tial, lel <1, (8-3-5) 


2 


0 almi, 


3 


pa) —| 


Sanz-Serna, Christie 取 W,=S)(3, 2)， 它 是 最 舍 Spline WA i 
Hi, ii(z) 的 支 集 长 度 为 和 5， 经 计算 由 (8-3-5) 得 到 


iis is 3: 25a" + 66u5-- 204] ,-- ul s) 


ggg (00010 00.4) 10 (1, (Ws) 


1 , ~ 
a ug na e Hej t Qui 47 js o) 一 =U 


Schoombie 和 Mitehell 把 V, RAE og CSS ia, BP 
TORKON <a, 
FE b (3-2-5) BZ) 
OORE FO)? o) 
cu (Op (2) ] 9-0 (a) de = 0, 
经 计算 得 到 
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1 . . 
P3 [artja CE) + bua (02)? + euj ()] =9, 
: m 
其 中 m=| pn) 9a) de, 
+00 
b= | gj (2) P, gordo, 


d . 
a= [ Piri (2)9. ade, 


“foo 
记 vate) =| vus -€) dé, 
并 用 Bi(z) 表示 B-Spline m3, 即 
1, jæi <4, 
Bos) = 
1 
0， [zi es, 


B(s) =Bo* B, (@). i>1 
+o do a À 
于 是 ao- 全 p( 达 - il) (= 一 9 a jde 
- [eG - aD EE 
== p: polat l) = By» Bı (a+) = Bor Box B, (a+) 


= By ‘Bala +t) = B;(a+l), 


类 似 地 有 
b=BlatD), c=B (a+), 


a, b, 和 e; ES] De 8-3, 
ie 8-8 LIP b, 和 Cr HA 


1 {=~2 | b-—1 | ES j=l 
3 
a, MO | tatra 200) | L (diata?) + Q-a)! 
2 Dol 7 
b, Z | 40- a (14 cem | og ~i =A Bar) 一 
| j mo 
e d |o] 一 号 a | vo] 


， 20x . 
$. 
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§4 Korteweg-de Vries 方程 的 谱 
解法 和 拟 谱 解 法 


谱 方 法 是 一 个 古老 的 解法 ， 它 的 基本 思想 是 以 各 种 特殊 函数 
为 基底 , 近似 地 求解 微分 方程 ( 见 章 末 [26])， 谱 方法 有 两 个 主要 
优点 ,其 一 是 往往 可 以 得 到 能 够 显 式 计算 的 格式 , 其 二 是 近似 解 的 
精度 高 。 正如 大 家 所 知道 的 那样 , 对 于 固定 的 差分 格式 或 有 限 元 
格式 , 不 论 原 问题 的 解 如 何 光滑 , 其 近似 解 的 精度 总 是 有 限 的 ,一 
RI OK), B>>0， 然 而 ,即使 对 同一 个 庶 格 式 , 当 原 问 题解 的 光 
滑 性 增加 时 , 它 的 近似 解 精度 也 越 来 越 高 , 这 就 是 通常 所 说 的 无 限 
精度 ， 近 十 年 来 , 由 于 快速 传 里 叶 变 换 的 发 展 , 解决 了 计算 中 的 困 
难 , 因此 更 促进 了 谱 方法 的 发 展 与 应 用 . 

Gazdag, Tappert, Canosa 等 人 较 早 地 提出 了 一 种 部 分 地 应 
用 傅 里 叶 展 开 式 的 方法 ， Canosa，Gazdag 考虑 了 下 列 方程 


Ou Ou eu Ou 

一 一 十 4 一 一 一 7 一 一 一 - — = > ` i 1-7 
ED Tu As aj +8 p 0, Y>0,d>0, cE R,i>0, 
lim u(v, 2) =1, iz, 

lim u(x, 1) =0, 120, 

ule, 0) =uo(#), sER, 


假设 ww, O ER 
u* (w, i) = an (te, (fa 1 


于 是 wu" (a, t+) PRE, 
u” (v, t+r) =u" (w, +r 2 (a, t) 


3 eu T Qu 
Lal ; 一 -二 
à 2 EL @, i) T 6 ot (a, i), 
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可 应 用 原 方程 得 到 
Qu^ xy Ou? Qu* — . Qu* 
à - eet oo Ae 
Pu” BUN Ow" ew 0 (ar) e (2) 
ot? Ob | Oc aA at Oz* N at 


—8.2 (25), 
Ox" \ Ot 

Pu” — Qu" Qu" g gun 8 2 (88 )- Lay 2( ZL) 
ot ot” Oz Or. Bi Oz \ Oi 


e Qu E uy 
+7 Sal am )-* 3s (2 gi ) 
Ti ERE RIBAK Hu (a, t) t o AS oH HR ET HOC, 
G PE (w,t) = E oue 
Schamel, Elsässer #1 Watanabe, Ohishi, Tanaca 等 人 提出 
-了 另 一 种 谱 方法 , 他 们 把 未 知 函 数 展开 为 傅 里 叶 级 数 , 从 而 把 原 方 
程 简化 为 以 传 里 叶 系数 为 未 知 函 数 的 常 微分 方程 组 ，Abe，Inoue 
WieT I] (8-1-1) , 其 中 uo (w) = cos2arw, 假设 
u(o, t) = XN a, (t) e?" 
于 是 得 到 下 列 常 微分 方程 组 


十 co 
P (t) = —énz P^ D, m (1) (£) + Bin? a a, (0) 


ERM SERI, ta (m0, |n] N, xx HEUTE SI Y UE JR 
u" (o, t). 


郭 本 瑜 提出 了 另 一 种 谱 格式 , 他 定义 反对 称 算 子 
Ilo, P) =H PGR yp ow), 
设 (8-1-1) 的 近似 解 为 


u (a, i) = js 《t) 十 3 (ai (#)0082naa-+ bY (i) sin2nzz), 
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EA 
f fi 
| | [ur prt da (uY toru], ug, 
0 
| 
4 + (uY + oru; )g, Jdic=0, 10, 
| 
| VAT 0)= 2 十 » (A,cos2nzz-- B,sin2nzs), wET, 


(8-4-1) 
其 中 O<o <1, p, =sin Inve 或 cos 2nre, A4 B, 是 uol) Ruf 
EIRA. DRM RAH THERE. 设 Ru) X u HEB 
级 数 直 到 第 AN 项 的 部 分 和 的 余 项 


- Au 
Hn =V; 


at? 
Ey =J (u+ ovu, u) 一 以 25 EX = — RY (uj), 
BY —Ts(B¥(u) cov R^ (u), u) -Ja(u+oru, B¥(u)) 


+d3(R¥(u)+orR* (w), R* Q0), 


y e ( E AD) 
E? às Ut gu, as J 


x 9 R¥ (1) + ov R*(u)), 


47 8 
R'(t) 一 全 A Pon LET (CE) lie, 
Fu-Y S 


假设 4 和 ?分别 为 (8-1-1) 和 (8-4-1) 的 解 ， 
z=0( y5). 


M 
N Maro- 13 
R'(T)eter a, 


定理 1 


fox. 
. du 


SUO — uS (t) Dian MGR? (HO, 
其 中 Mo, Mss 和 Mu ERRET u 的 正常 数 ， 
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定理 2 EU Ae’ 分别 为 (8-{- 人 ) 和 (8-4-1) 的 解 ,o> 十， 
z =O (pr ) Mtn RY) AE, 
u(t) —u* (0 lin SAL RP O, 

其 中 Mis 和 Mis BAS u ARER A. 

谱 方法 的 缺点 是 较 难 处 理 非 线性 项 , 且 计 算 量 大 拟 谱 方法 
较 易 处 理 非 线性 项 上 且 计 算 量 较 小 ， 但 是 常用 的 拟 谱 方 法 往往 具有 
非 线 性 计算 不 稳定 性 .为 了 克服 这 一 缺点 ,Kreiss, Oliger 提出 了 
滤波 技巧 ，Ma Heping, Guo Benyu 则 提出 了 另 一 种 方法 ， 他 们 
的 方法 的 出 发 点 是 引入 限制 算 子 BY. 车 @ 是 o (o) E ELIT EC, 
p 

Rv (x) = Zh- (BY Jaer, vi, (8-4-2) 

上 述 展开 式 有 两 个 主要 优点 .首先 , 若 w(z) € DP(D), Wat v (o) it 
连续 点 zo, vœ) 的 健 里 叶 级 数 收敛 到 vleo). Ho@eL (TD), w 
不 一 定 收敛 .但 是 在 一 定 条 件 下 , 当 要 > 十 co Bt, Ro (ao) ifr RB 
v (eo), 其 次 , 假设 o? ARE, 那 末 在 非 线性 项 PEL 的 展开 式 
中 就 会 含有 频率 为 3 W 的 项 , 这 些 项 会 导致 非 线性 计算 不 稳定 性 . 
反之 ,车 采用 展开 式 (8-4-3), nC, RY 对 频率 为 的 误 
差分 量 的 抑制 也 越 大 , 这 就 有 助 于 非 线 性 计算 稳定 性 ， BR, YD 
一 十 co 时 ,展开 式 (8-4-2) 就 退化 为 通常 的 傅 里 叶 展 开 式 , 因此 ， 
不 宜 太 大 ， 但 ” WEAN, “SoA, SRR. A 
3j, 4 v «1Bj, —RE Blo) RRMA ole), 

"FEAR AREE (8-1-L a ae LAE RD WBE. dd 
prossimi |n|«N), Vn BY 的 实 值 函数 子 空 间 ， 又 记 
aym jh, ho eh, 用 Ps 表示 从 DG) BV V? 的 正 交 投影 算 


F, Pow KCL) 到 Vy 的 插值 算 子 ， 即 Pov (wy) = ola), 
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0<j<2 入 ， 为 了 通 近 非 线 性 项 -G2 定义 下 列 非 线性 算 子 
m x. Ov 1 8 DN n, 
Jalo, p) == Ph Rp) + 可 Z (P Bdge)). 
Jw, 2) 仍 为 反对 称 算 子 , Bl 
(Jalo, p), wint (Ja(w, p), vray =0, 


计算 (8-1-1) 的 拟 谱 方 法 是 导 求 w*YE L0, -co 大 ”使 得 
up (v, t) FJ au" (a, t) +ovul (v, t), u* (o, 1)) 


3 
-F- FACH (z, 1) --Óvu? (a, t)) =0, v= 1€ S,, 
u” (v, 0) = Pus (x), q Bj, 


(8-4-3) 
Ho 8= 9E fe") os 是 守恒 的 . 
定理 3 (E Ku Miu” 5 9I 7g (8-1-1) $20 (8-4-3) 的 解 ， 


«€ (0, T; HICT)) NOCO, T, HKD). LE m, m I), 


了 是 任意 正 数 , v 823, 并 满足 下 列 条 件 之 一 : 

(1) o=d>t, tN?<d< +0, 

(2) b>, tN®<d<-+oo, Hrt N!7^3& i), 
BRAC 

hu (t) —u(2) [ray Ma (e+ NE), 

其 中 Ma 是 仅 依赖 于 v 的 正常 数 ， 

实际 计算 表明 , 格式 (84-3) 计算 稳定 上 且 有 较 高 的 精度 BI 
如 考虑 下 列 问题 ， 
| Ou + Bu Bt +6 eu _0 


2. 2 
E as 79s 02-2, 170, 


ulv, 0) =30sech?(As+ D), | O«sx2, 


它 的 解 为 
uls, t) --3O0sech? (As — Bi -- D), 
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Jd A= BC , pot go, | -EC ， 今 取 0O=0.3 D= -6, 
& & 


B1, &—4.84 x 1075, haa, 7=0.0008, 我 们 应 用 类 似 于 


(8-4-3) 的 格式 计算 上 述 问题 ， 并 与 Hopscotch 格式 的 计算 结果 
进行 OBL 详 见 玫 8-4, 
REA 党 大 计算 误 盖 比较 


Hopscotch 格式 CIR (8-4-3) Sy heh, 2 一 10 


0.25 2.281% 1073 0.5991 x 10-8 
0.50 ! 3.764 X10 1.228 x 107? 
oss | — 8.008 x 1072 " 1.878 x 10-3 
1.00 — 6.723: 10-2 8.637 x 10-3 


$5 Benjamin-Bona-Mahony 方程 
的 数值 解法 


另 一 类 非 线 性 波动 方程 是 Bep jamin-Bona-Mahony 方程 , 又 
fry R.L.W. 方程 ， OES, 


Qu Qu eu 

a +4 RUE: a 一 人 > 03>0， z€R, i>0, 
uleti, t)=u(a, t) cE R, t>0, 

u(v, 0) =uo(x), ER. 


| (8-5-1) 
Peregrine 最 早 应 用 下 列 格式 计算 (8-5-1)， 


uie, D+ SCAG, 1) +o) (we, 1) yo, tta) 

—dua(a, t) =0, sE I, t€8,, 
ulæ-+i, t)=u(a, 1), vE Ir, t€8,, 
wu (a, 0) =uo(w), 2€ I,. 


(8-5-2) 
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Hilbeck, McGuire 也 计算 过 Benjamin-Bona-Mahony Jj 
Tg. 由 于 他 们 的 数值 结果 不 精确 , 曾 使 人 们 误 以 为 两 个 孤立 波 六 的 
磁 挤 是 弹性 的 , 并 致力 于 寻求 该 方程 的 孤立 子 解 的 表达 式 ， 后 
来 Abdulloev, Bogolubsky, Makhankov 和 Alexander, Morris 等 
人 再 次 进行 数值 试验 , 才 证 实 这 类 碰撞 其 实 并 非 是 弹性 的 . 由 此 
可 见 ， 数 值 方法 的 精度 是 十 分 重要 的 ， 此 外 ，Olver 还 证 明 
Benjamin-Bona-Mahony auus 只 能 具有 三 个 守恒 律 . 


由 于 在 (8-5-1) 中 含有 项 -一 二 mae ， 因 此 只 要 初 值 wo(z) 相 当 光 
滑 ,其 解 v(z， 汪 一般 也 很 光滑 ， 所 以 可 应 用 Kreiss 方法 ( 见 章 末 
[38] ) 来 构造 高 精度 差分 格式 .为 简便 计 , Bi a=0, 8=1, E 


iE, 354 3938 (8-5- 0 KEN 
r Qv 


28-7 0, 
Ou 
G=u -一 
1 dx’ (8-5-3) 
— Pu 
Ox? E 
C pou w, 
A HE E, 2 P 
Ed P4 
dz? E) Tta tO), 
Ed d 4) =: +0 (ht 
da + rs sr O(n’), 
区 此 可 用 下 列 格式 计算 Ga ， 
Ay” o 
| ER (a, 1)-- g'(u, 1) =0, zE I, t0, 
i Lulo, t) —-ul(z, t), sE I, 120, 
Mg (a, t) =J (V (e, i), u' Cu, 0), sE I, i29, 
Um, t) «o (o, t) tuC, t), — £C I, 120, 


(8-5-4) 


420 Pe FRG oA 
Wh JG, oe MARE SL WEL Ae UP, 
Lz(x, 0 - LG Gh, t)+102(2, £) g-z(u—À)), 
Ms(s, = 二 (eth t)+4e(w, t)-+2(e—h, 2), 
格式 (8-5-4) 可 进一步 改写 为 


Se" (a, t) +a, 1) =0, 2€ I, 10, 

Lw' (e, i) —wig(2) =: (2, t), sE Ir, 120, 

Mg (w, 1) ^J (ue (a, t), w (a, 15), zE I, 120, 

uw, t) —i^ (a, t) --w' (a, 1), sE I, 120, 
(8-5-5) 


如 果 wu (v, t), Ma, t), w (s, 1) Tl g^ Ce, t) 都 已 得 到 , 则 可 应 用 
p Br Runge-Kutta 方法 由 (8-5-5) 的 第 一 式 计算 e" (o, i-r), HÀ 
后 依次 由 (8-5-5) 的 第 二 、 四 、 三 式 得 到 wm(z， ir), w (a, itr) 
TH gw, ttr), REREN O(c? +23), 

Alexander, Morris 3H Bona, Pitchard, Scott 应 用 有 限 元 
方法 计算 问题 (8-5-1), 例如 ， 
KEETE 


o\ et Do Ox tax" 
h ov^ 
v +h dz=0, Vv, € Dy, 120, 
u (s, 0) = Pyuo(a), ZE 1, 
JR c H2), 


Guo Benyu, Manoranjan 应 用 谱 方 法 计算 (8-5-1)， 并 严格 
合计 了 计算 误差 . 近来 ,Guo Benyu, Cao Weiming 应 用 带 限 制 算 
子 的 拟 谱 方 法 计算 (8-5-{;， 他 们 定义 

Js(v, 9) = = P(pR; 22) 4 i f OP o RYQ)), 
相应 的 格式 为 BO 
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u? (a, 有 十 本 ICE H -Horu (x, t), 
WU 有) 十 oa (2 u” (a, ))- à iu ren b= 0, 
Ow 
vj, i€8., 
uv, 0) = Pa Qo). nea 


HAAR, 24 8 很 小 时 , BY 的 作用 十 分 重要 ， 


S6 Klein-Gordon 方程 和 sine-Gordon 
方程 的 数值 研究 


6.1 Klein-Gordon 方程 
在 理论 物理 等 问题 中 , 需要 求解 下 列 Klein-Gordon 方程 的 周 


HE, 
Ou Zu 


t+-Bu+dlui"u=0 sCHR,1»0, 


OF e 

u(a+1, t)=u(a, t) vE RE, t>0, (8-6-1) 
2 ? 

E (x, =u (s), ce R, 

u(s, 0) =uo(a), zcR, 


其 中 o0, d>0, B<0, Hid p=a+2, 它 的 解 满足 E) = E(O), 


H 
— BP T/0uM. , /OuN? a, 2d; ı 
BO- LL) HGE) ee SE el? Ja, 


Strauss, Vazquez 对 «= 2 的 问题 (8-6-1) 构 造 了 二 次 守恒 型 
BA, 并 进行 了 数值 试验 , 郭 本 瑜 则 考虑 了 一 般 情况 ， 为 此 , 定义 
差分 算 子 

G (olo, 2)-a[ lava, ttt) + (1—o0)v(s, t-r) |*[ov(e,¢ 
+r) + (1—o)v(a, t—7)]do, 
因为 EX I?) 7 plz|*e, Bre 


422 TC T PRIS 5i Fl 


COF GH) n= O) TI 
计算 (8-6-1) 的 一 类 格式 是 
Í uh(o, t) —ubz(a, t) +E wre, +r) 


+u*(a, t—-))--G(w(sz, t))=0, zCI, tES, 


4 wlot i, 0) —-w (a, t), z€ lI, ES, 
ur (w, 0) =w (£), t€ Ir 
Lu (s, 0) -wo(z), rE Ly, 


它 的 解 满足 高 散 形 式 的 守恒 律 , 即 E(t) = (0), 其 中 


Er) = AC 7) +E Cie) [a + Hu — v) là) ENO EN 


h 2 T? h 2 d " T 
+- u^ (£— v) lea) Cum |ui (t~r) liat $000 Bn 


+ lea) ika). 
有 时 还 需要 计算 多 维 空间 中 的 Klein-Gordon Jjf8. 如果 解 
是 球 对 称 的 , 则 有 


‘Ou Pu 2 du 2 + 
QU ap p dp Puttu, pER*,t>0, | 


eu 

£0, 1) =0, 12-0 
Zo» , 

ŽE (o, 0) =u (0), ee R', 
Lulo, 0) — up(p), p€ R*, 


可 以 证 明 , EMRE ED = E(0), rp 
= CTS Y 4 (2)! A 
EG INC: * (22) 十 Bu 十 万 |x|? [prap, | 
记 Qi- to|o= jh, 3-0, 1, 2, iD HAAN R, 
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By(v(p)) = — vs(p) — ELT v.(p) 
计算 (8-6-2) 的 一 类 格式 为 


wile, DEBE, 0) E Qo, t+) (p, i—7)) 


+G (up, t)) =0, PER, tE 
w(0, 4) =0, t€S,, 
ui(p, 0) =ux(p), pEQ, 
CU (p, 0) =uo(p), pec o. 


它 的 解 也 满足 离散 的 守恒 律 . 

6.2 sine-Gordon 方程 

另 一 个 重要 的 二 阶 非 线 性 波动 方程 是 gine-Gordon 方程 ， 其 
周期 解 问题 为 


-5 = sinu, zCHE,t:10, 


be D-u(s t), wER, t=0, 
有 人 O-u@), | s€R, 
P" 0) = wo (2), sc Rk, 
VOR RR TH AG) — BO), 其 中 
BO - [' [29 + (28) - ams 
Perring, Skyrme 最 时 计算 了 (8-6-3)， 他 们 的 方法 基于 特 
征 的 概念 , 即 令 .5 ， 并 构造 下 列 计算 格式 


(8-6-3) 


Coat Ti nf T : 
jo? (x, t7) =o (v, 1 )+riuts(a, t) —sinv^(z, 1)], 
(vie, iv) -u(v, t) ena, t+ z, 


Guo Benyu, Pascual, Rodrignez, Vazquez 则 构造 了 下列 


494 Jib Sm 


差分 格式 . 
un(e, D — Vo, D) eG(Q Ge, 2)), EIn tE, 
wlat 1, 0) 9 uh Ce, t), sE Ï, t€8;, 
ui{e, 0) =u (s), sE Lh, 

Ww (a, 0) 一 to 人 (2)， ZE Ly, 


cos v(z, 1+7)} —cosv(a, t— v) 


其 中 GG, 0) (a, tr) - ele, t— T) 
上 上述 格式 的 解 满足 EL) = (7), 其 中 


E) = lub (tr) P+ Lee (O fiat hé —3)]24) 


-- ja (t-r) li, — 2j [cosu (e, t) 


-Feosu(m,t -v)1. 
近年 来 ， 由 于 光学 、 电 学 等 学 科研 究 的 需要 ， 促 进 人 们 研究 
sine-Gordon 方程 的 初 、 边 值 问题 . 例如 Bishop, Krumhans!and, 
Trollinger 等 人 ， 不 过 , 过 去 一 般 只 研究 具有 齐 次 边 值 条 件 的 问 
Hi. 最近, Guo Benyu, Yan Xiaopu 则 考虑 了 下 列 问 题 ，， 


| oe - 23 = siny, O<a<1, $0, 
u(0, t) = go (t), iz-0, 
12-0, 0-90, i220, (8-6-4) 
LI O)=u(2), 0<z<l 
ug, 0) = uz), U<e<1, 
它 的 解 满足 
EQ) - E) 2| | Se O20, 5 - 9.) SL, 8) Jat, 


其 中 


PAS 
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rA 
Ca 
A 


a-f (27 + guy ~ 2008 v de, 


e On 


Bh +, In, Co, wa 8 ol, HREM A 


的 一 类 格式 为 


LC t) — uis (s, t) -G QI (o, 1)), 


81. 计算 (8-6-4) 


BE Th, t€ 8,, 


| 0, 0 = (D, T 
La, 9, t€ 8,, 
ut (o, 0) =u, (2), sE I5, 
In ut (a, 0) =Up(a), $€ I», 
TE USE E 
Blt) =E) +27 D BOME), ui), 
ih 
其 中 


HE.) = put Gv) iS Ce) [Bat [u'(t—w) |i) 

— la (7 一 7) |? CAE [eosu (a, ¢)-+cosu(a, $—)], 
Bot), wv) =o 1, Deh, 2) Fw (1, 2)) 
-i, t) Qe (0, Btw, 8), 


Guo Benyu, Yan Xiaopu 对 sine-Gordon 方程 的 初 、 边 值 问 


题 进行 了 数值 研究 ， 先 考虑 下 列 问题 
[Zu Pi sinu, 2 Rt, #>0, 
Pe = glt), 0, 
EI 0) — 0, sE Rt, 
u(a, 0) =0, sc Rt, 


426 防 立 于 理论 气 应 用 


其 中 
0, Oxi«d, 
go(2—4 H, d«i«D4-d, (8-6-5) 
0, t>D+d, 


计算 结果 表明 ,对 于 不 同 的 五 和 DD, 会 形成 两 类 不 同 的 波形 , 分 别 
i52 a 和 b, ILES 8-3, 8-4 ME 8-5, 


H=5, D=0.1, t=8 H-1 D=1,°t =8 


图 8-3 图 8-4 


表 8-5 TAH, D 所 对 应 的 波形 a 和 波形 5b 


其 次 ,考虑 下 列 问题 
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f 2 
eu u — sinu 0< 2 i>0, 


e? Ox? ? 
u(0, t)=go(t), i20, 
|" t) =g; (t), 120, 


El (a, 0) =u (£), Oxizsi, 


| » 0) —uc(r), Osizxi, 
其 中 gi) 5 go OMB. 计算 结果 表明 , 当 两 个 分 别 在 w=0 和 
2 一 上 处 出 发 的 狐 立 波 发 生 碰 撞 后 , 它们 各 自 保 形 地 继续 前 进 ,图 
nn 8-14 BAN p AAR, Kf ge) = g(t) h (8-6-5) 
We, H =5, D=0.5, 、 


-由 人 ENDO 


t=10 
图 8-5 图 8-6 
EN 一 一 = 一 一 一 db 
了 -—10.5 ~=10.4 
Rl 8-7 E] 8-8 
SL As 
图 8-9 Ej 8-10 


如 果 边 界 上 满足 下 列 条 件 ， 
u(0, 2) =—golt), 250,0-0, £9, 


428 孤立 子 理论 与 应 用 
其 中 go (t) 如 公式 (8-6-5) 所 示 ， 那 来 ， 当 孤立 波 在 wz= 工 处 发 生 反 
射 时 波形 不 变 地 反 疝 而 行 ， 当 孤 立波 从 w= 0S D+ AA AER 
射 时 则 波形 翻转 ， 然 后 反 向 而 行 ， 见 图 8-li~ s-i, 其 中 五 = 
3,D=0.1, 


a E 


pap t=5.6 (第 一 次 反射 后 ) 
"- 图 8-12 
二 一 一 一 一 #=10.2 (第 二 次 反射 后 ) 
图 8_13 图 8-14 
对 于 更 一 般 的 方程 
Sy Ft oF (uy, 


Hh P’(v) =F (v), War WS TF ES RE 


" La = Ew, ttr)) - FP (s, t~e), 
urle, t) —uss (o, t) WG, bt) mala, icr: 


它 的 解 也 满足 离散 形式 的 守恒 律 . Ablowitz, Kruskal, Ladik 
则 构造 了 另 一 种 算法 , ATA A (s) = 2 (o, 0), 3E LÀ v, 
于 是 有 下 列 格式 
f v (s, 0) = I (up (2) +-w9(a-+h)) +4 Qu (2) +0(@-+h)) 
h? 0 w) + 0 +h 
I (x 5 (z ), 
ju (o, tr) = — wu (a, £) v (e, t) -- v (s — h, i) 
+r DUCES, eh t) ), 
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| v*(v, t4- v) = (w, t) Hlth, tr) rw (o, tr) 
i? ul(eth, tr) tw (o, ttr 
+h (Sek eee). 


可 以 应 用 有 有限 元 方法 ， 谱 方法 或 拟 谱 方法 计算 本 节 中 所 讨论 
的 各 种 方程 ， 但 是 , EREEREER w, sinui fu) 等 项 , 因 
此 计算 很 复杂 , 故 难 实际 应 用 . 不过， 乘积 法 的 思想 ,可 推广 到 有 
限 元 方法 , 谱 方 法 和 拟 谱 方法 , 即 用 下 式 来 逼近 go), 


gv) s Sah) Kz), 


§7 dE Schrodinger 方程 和 Dirac 
方程 的 数值 研究 


在 量子 力学 中 , 经常 需要 计算 下 列 非 线性 Sohródinger 方程 
[arie +alu|*%=0, wzER, ti>0, 


Of ðr? 
u(a, 0) — uo(c), zCR, 
其 中 a0, wlzw, DEBI. Bue LO, +o; RN 
H*(R)), WW E.() = 8, (0), Ea) = Ea (0), HP 


B.) -f lule, £) 2dr, (8-7-2) 


(8-7-1) 


B) =| |S G, ) | ae— |. luce, i) |do, (87-3) 


关于 计算 (8-7-1) Hy Hb W fe A Yuen, Lake, WARM, 
Ablowitz, Ladik 等 人 ， 最 近 ， Zhu Youlan 和 Guo Benyu 证 明 
了 某 些 算法 的 收敛 性 . WR, -(si-—0, +h, £2h,---}, (o, wi, 
Hols, [olin Aiola 8958 MAG (o, wa, lola, [olin I Lola 38 
类 似 ， 但 求 和 记号 是 对 一 切 z€ R, 而 取 的 .计算 (8-7-1) 的 一 类 
格式 为 


430 JR Ye SIN 


iul (z, 0) + Qd D+ 14 0)) + S ufa 0 
2 8 


Tut (o, t+) |? (u^ (s, 2)--u^ (2, 12-7)) -0, sc Ric 8,, 


u^ (sz, 0) =u9(a), ER,. 
不 难 证 明 , 它 的 解 满足 lui? = jwoll#， 它 是 守恒 律 (8-7-2) 的 离散 
Bu. 


Defour, Fortin, Payne 提出 了 另 一 类 格式 , 即 
in?a, 1) Qs Go, 1) tutla, t+2)) + (a Gs, | 
+ [w'(z, t+) |?) (^ (2, 2) wh (,$--1)) = 0, z€CR,, ic S,, 


u (e, 0) = Uo (x) D ze R. 
它 的 解 不 仅 满 足 eO N= huoli, 而且 ES) = £,(0), 
其 中 Fist) = (uh) 12, Q0 Ld 


Wb, Griffith, Mitchell, Morris 构造 了 计算 (8-7-1) BY Hiii 
校正 格式 . 
最 近 ,Kaup,Hansen 应 用 数值 方法 研究 了 非 线性 Sohrüdinger 
方程 初 . 边 值 问题 ,其 中 wo(%w) =0, 
dt (0, t) = Ag™ 0 
lut 
E 


8 


6 


LAL 


图 8-15 4=4.5 i= L5 


— 
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计算 结果 表明 ， 此 类 问题 也 具有 孤立 子 解 ， 有 关 的 图 形 可 见 图 
8-15, [£8-16, 


5 7G Em: 
图 8-]6 4=6.5, t=1.0 


另 一 类 重要 的 非 线性 波动 方程 是 Dirac 方程 , 即 


Ê SP smut a (|v|*— [ls)u=0, 2€ R, t0, 
iv - 
Qu , Qu 


or^ Be (v237(]£4?—|v|?) -0, — s€ R, t>0, 


(8-7-4) 
Apu, o HRERS, mM) WER. CRE EQ) = E(0), 


其 中 EQ =| Cute, 0) l- LG, 2) |))d, 


Alvarez, Oarisas. Kuo Penyu 和 Vazquez 等 人 采用 了 下 
列 格式 


r 1 ; 
"Go, D+ 505, D+, t+r)) + “2 we, 2) 


iP, Her) x p (Oe Dr Gs, rer) 


| B a M - 
| S DG Do, sE R,i€8,, 
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1 v; (c, 2l, D-uz(v, t+7)) A (v^ (a, t) 
M, ， ww, D dau (m, t+r) 
ro^ (o, t+) yaapa pite te . 


DQ Dte E30) ) Lo, ZE R, t€ SN, 
t 
其 中 Pily, 2) = (ie) lul D, Pay, 2 二 (|y|? 一 1z|?)， 不 难 证 
Bj, 上 述 格式 的 解 满足 I0 = #,(0), 其 中 

Ey) = lu (o I -- lon. 
Alvarez, Kuo Penyu, Vazquez 还 进行 了 一 系列 数值 试验 ， 揭 示 
了 Dirac 方程 解 的 某 些 性 质 ， 
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第 九 章 


引力 波 孤 立 子 
| EAE 
$81 7 F 


物理 中 的 二 阶 非 线性 偏 微分 方程 中 ， 广 义 相对 论 是 很 重要 的 
一 类 ， 在 经 典 理论 中 ,描述 引力 的 广义 相对 论 与 黎 曼 几何 有 着 密 
切 的 联系 , 通常 ,用 4 个 独立 变量 Q0, m^, n3, s 描述 时 空 ， 此 时， 
线 元 可 表示 为 

dS?-—g,,(z)dzr"dz" (w,»=0,1, 2,3), (9-1-1) 
HER Qu» 可 以 定义 克 氏 符号 


or 1 F 
Dis I? Gout Yov, u — Yure), (9-1-2) 


其 中 gumom Dr, AERERERA, Ricci 张 量 定义 为 


Ryu = T 一 Ia Dos = DU. (9-1-3) 
RS m 802] 7) 368) € 3B E LIE, 
Ruv=0, (9-1-4) 


我 们 知道 , 克 氏 符号 在 广义 坐标 变换 下 不 具有 张 量 性 质 , 但 当 
io) 作 坐 标 变换 时 ， 变 换 前 后 的 标号 是 等 价 的 ， 如果 我 们 不 用 
9^ cb, zas 来 标号 , 而 是 用 它们 的 线性 组 合 

Q-c-l—9, sz -s-itm. (9-1-5) 
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表示 ,这 里 n BRA ICM ALN, 那么 相应 的 T 中 的 分 量 指标 代 
赫 0, 3 后, 就 可 以 经 过 组 合 HC, n ER. 以 后 为 了 方便 ,我 们 取 
c=1 的 单位 制 . 

关于 (9-1-4) 式 的 解 , 已 经 有 许多 的 讨论 , 其 严格 解 的 讨论 可 
参阅 章 末 [ 志 .有 时 具有 某 些 对 称 性 的 解 更 使 人 感 兴趣 ,因为 此 时 往 
往 有 系统 的 办 法 可 以 求 出 一 系列 的 严格 解 ， 最 典型 的 是 度 规 仅仅 
依赖 于 两 个 变量 的 情况 , 也 即 存在 两 个 Killing 矢量 的 情况 . 通常 
有 两 种 理论 ， 一 种 是 仅仅 依赖 于 © M p= [(a)?+ (922? WP 
Rt, 这 时 方程 (9-1-4) 退 化 为 两 部 分 ,其 中 重要 的 部 分 称 为 Ernst 
方程 ; 另 一 种 则 是 依赖 于 AEREA, 用 以 描述 沿 > 轴 传 播 的 
引力 波 最 为 方便 , 称 为 Belinski-Zakharov 引力 , 简称 BZG( 见 章 
#121). 

本 章 主要 讨论 BZG 中 的 Soliton (孤立 子 ) 解 问题 ， 除 了 详细 
阐明 BZG 的 求解 方案 , 我 们 还 将 求 出 一 种 新 型 的 扳 立 子 解 ， 它 是 
一 种 引力 波 的 新 形态 . 

BZG BF HRs, 

—dS*—f(—dP--dz) +gadatde’, a, b=1,2, (9-1-6) 
ou 9 ) 且 gw Sale, D. CER 


21 ea 


其 中 f=S(z, 0, Igal =( 
Abs F nf 5 A 

一 网 — Af (E, diin- gall, Martda, (24-7) 
现在 让 我 们 计算 出 相应 于 (9-1-7) 式 的 克 氏 符号 ， 以 记号 


; dA 
An ay 


囊 示 对 线 元 的 微 商 ， RU iy Bg YG Dy 
V=AH(L, MENT ga(C, mate, (91-8) 
对 变量 g, N, z^, 分 别 求 出 其 殉 拉 方程 


— ne ee Oe Jue 1 42 L4. 
A dS gga T coh rum, (9-129) 
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青 与 短程 线 方程 相 比较 ， 
a Lane =0, p, 2 n, g, 2%, (0-110) 
WE ee A ES. Bil, 4 at =, WW HS 1-9) 


n+ Cn) umi dm) va =0, (9-1-11) 
Hi (9-1-10), 
. 5-- Pamo D + OD ae +- Ia -0, (9-1-12) 
于 是 得 
1 
I7,-—(lnf),, 加 一 > Goo) ves Ih-19,-0, 


(9-1-13) 
同 理 可 得 其 它 关 系 式 ， 不 为 零 的 克 氏 符号 为 


Ly Crp) P= oa)» To= -Egas 
(9-1-14) 

P= (nfs Tagga) Th= Elgo) 
相应 的 在 (0, 1, 2, 3) 记 号 下 的 克 氏 符号 不 为 零 分 量 , 则 为 
T=T% -Th Th 30nf) Deua) 


2f 
2 3 1 : 3 1 
P}y= Pio lm Fh 5 nf) is Fu peu 


(9-1-15) 
Ty-Ih-l g” (Yen) +13 区 -7 I (Geo) se, 
定义 

dety 一 a2， (9-1—16) 
其 中 9 382x240 ga (5, MARKERE, ot 为 g* 组 成 的 

fa, 易 证 
9° (Yea) +n = 2 (Ine), », I. = ( Deb, s. (9-41-17) 
LAER YS t TE (9-12) sk jo I HR HPS (O14) fA, Rico 
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as | 
Bom Dh That DEL pT aTa, (90-2148) 
并 使 之 满足 爱 因 斯 坦 方 程 (9-1-14) 式 ,有 
R7 (Ina) m+- be{(919,7) 3} — (nf). (109), 
(9-1-19) 


Riz — (Ina), xt EtA (gg) — (nf), (2); 


E (9-1-20) 
Ra=0, R4,70, Cil ARIS EE) (9-1-21) 
Has — 2( gazet (98); a) » + (J) ,(no); — [9 (ga) +2 (Yao) s 
tg" (Gee) rn( Gea)» ; (9-1-22) 
则 由 R,,=R,=0 得 到 
(Inf), Due DI) , (9-1-23) 
(nf) nom , CB). (9-1-23)* 


(ina),,  4aa,, 
illi t Eus 0 推出 
[aC Pac) seg] at Le Jac), 297], 70, (9-1-24) 
或 守成 矩阵 形式 
A,,—B,,=0, (9-1-25) 
A= agg", Bag, (9-1-26) 
于 是 方程 (9-1-4) RRRA: 2x2 48 PE RK 9 所 满足 的 方程 
(9-1-25), 以 及 从 已 知 9 求 出 了 的 方程 (9-1-23), 而 后 者 主要 通过 
积分 即 可 进行 计算 ， 因此， 我们 主要 研究 方程 (9-1-25)， 由 
(9-1-25) nf 3r BD JE Hi 


6, 2, 7*0, (9-1-27) 
JR BI a 满足 二 维 达 朗 贝尔 方程 , 于 是 有 
a~a(C)+b(n), (9-1-28) 


定义 Be-«(£) 09)， (9-1-29) 
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它们 以 后 很 有 用 . 
UB T ELE RR, 下面 集 中 讨论 (9-1-25) 的 解 ， 


§2 BZG 的 解 的 一 般 讨 论 


由 (9-1-26) 式 ,其 中 包含 了 a(%, 2) - o (5, 7), 因 此 ,通常 的 零 
曲率 关系 现在 变 为 
A, tB ota [4, B] ~a, A -ow .B=0, (9-2-1) 
其 中 [4, B]=AB-BA, ERWE, 可 知 (9-1-25) 是 下 面 线 性 方 
RB SI 供 条 件 


= A -B --$8).. 
Di-— th, Dap xiz 5 (9-2-2) 
其 中 
D,=8,- 2% a,  Dy=8,-+ 2% ay, 
X-a pum 


babe, n, 2), A 为 任意 复数 , 称 为 谱 参 数 。 可 积 条 件 为 
(Di, Da] = 0， 
考虑 到 (9-2-1) 即 得 (9-1-25)， 于 是 形 如 (9-2-8)、(9-2-3) 的 
Lax-pair 便 成 为 我 们 求解 BZG 的 出 发 点 ， 首先 考虑 相关 的 对 称 
性 与 若干 性 质 . 
(了 D 在 (9-2-2) 中 令 %=0, 得 


1 
eub - Ux Adi g, gh, 


ay Bj - g,.g ^w, (9-2-4) 
ED 
bE, n, A=O0) =W(0) = gt, v), (9-2-5) 
(2) poll, n, A) AB ASH BEU m, 22938 — MEE 
与 加 存在 关系 


b(t, 7; à) -z(, N, apolt, UE à). (9-2-6) 
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3 (9-2-6) LA (8-2-2), WA 
D; (Ax - 2A), 
"n (9-2-7) 
Dj (i -zBo)， 
Ta 


其 中 Ao, Bo 为 相应 于 由 的 量 ， 而 A, B 则 通过 (9-2-2) 联系 于 小 
如 果 从 已 知 的 Ao Bo 能 解 出 x. 则 可 定义 出 新 的 
gas. 7, A=0) 一 X n, A=0) do(5, 7, 4=0) = 790, 
| (9-2-8) 
但 原 有 的 go, 新 解 9 SUR E tho, b, 均 应 满足 引力 场 要 求 的 对 称 
性 . 
(8) 由 于 gw 一 gvs HAR. 放 必 须 有 g=g, ~ 表示 转 置 , EL 
和 为 实时 由 (为 实 ， XXE EGR SPICE JE BU GRO 
(A) =p), BI ZA =A), (9-2-9) 


又 因为 (9-2-7) 式 当 和 -> a 时 不 变 , ART aE 


LEA) = 9% (=) 90" (9-2-10) 
也 必 满 足 (9-2-7) 式 ， 为 了 保证 g —9, 可 选择 x'(%) x (和 ), 于 是 
g-x( E) go (A) , (9-2-11) 
34 A10 78. g x (99) got (0), 取 其 转 置 有 
g= x(0 gor (oo), 
由 此 推出 
| YX (ce) =I, (9-2-12) 


在 以 上 和 今后 ,为 了 强调 这 些 量 对 谱 参 数 和 的 依赖 关系 ,有 时 
省 略 与 ?的 系 量 记 号 . | 

还 要 注意 变换 (9-2-8) 式 并 不 能 保证 行列 式 值 :不 变 ， 因 为 
det x(0) *& 1 Bt, BIR det g — o?det x (0), 故 当 作 变 换 (9-2-8) 式 
求 出 新 解 9 后 ,为 了 保证 真正 物理 量 的 行列 式 仍 为 A, 需要 再 规定 
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一 次 9, 显然, 如 令 , 

Im =a(det g)?g, det go 一 a2， (9-2-13) 
则 必 有 qdetgm= as， 相应 于 Yon, Jik (9-1-26) REX Ap, 与 Bo， 
它们 仍 满 足 同 一 方程 , 5A, B 的 关系 为 


1 
Ap=A~-afla[a(detg)™}},,, (8-2-14) 
i 
Bg, -B-— e iln [a (det nD 2] be 
Em 一 — Us, cp, By, = Os, np . (9-2-15) 


以 下 考虑 引力 波 孤 立 子 解 ， 在 入 复 平面 上 引入 nn 个 孤立 子 的 
展开 式 


1-1 S (=F t+ A.) (9-2-16) 
nere (S + 2 ) (9-2-17) 
其 中 Re Ss, s, rs RERSRIN C, m WR, di 
r= gie (=) gp, (9-2-18) 
E g, 9o FTRT A, BOAR wD x AAR, M 271 的 极点 为 
noe, (9-2-19) 


显然 ,由 (9-2-9) 知 车 uw 是 极点 , 则 po 必 为 极点 . 
将 代入 (9-2-7) 式 得 


AT B. n» xh) Ry ( 20-0, ) 
+ LN 
È ;| 入 一 i 入 一 s (A je BA He: t A~a 


B, - 
Tape inet 3 


R . 
PENAL PT 
t k=l erm m Ao 2e A— ux Mk A Hy ] 
(9-2-20) 


"Ac 


要 在 py 处 上 式 成 立 , 必须 有 二 阶 极 点 项 为 零 , 于 是 有 


Ba 
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2a, ; c 
Kx, E A | A= bes (9-2-21) 
由 Ds, [E] SUBE 2 , 
n^ 
Bea T ERIS mia (9-2-22) 
由 可 积 条 件 Ukta 77 My, ot, F ym 2, (9-2-21) BA 
9: | 2az 9e | 2045 
a a—zg^ On ats’? 
引入 unt, 则 方程 
© -Ta 


的 解 为 Piae tah me): z, .再 考 虑 到 (9-2-22) 式 解 出 (7) = 4a, 
于 是 方程 变 为 


mes 2B us, (9-2-23) 
: 
容易 解 出 
pam tw, Bx S Quy — B) oa, (9-2-24) 


no eu c BES Gs Be, 
其 中 必 为 积分 常数 ,注意 a, 8 由 (9-1-28), (971-29) ARRE. 
将 (9-2-7) 式 改写 为 


A 
Zu 7 Or tx A x^, (9-2-25) 


Bü E Bo 
Tra T Ox Tx ym 


HE x IRA (0-2-20), (9-2-26), JH pas i READ f 
路 积分 , 导致 条 件 


1 
By us) 十 
kx (ux) mee 


1. (9-2-26) 


R,Aox™ (ux) =Q, (9-2-27) 


- 1 - c 
Byrn Qu) + m sa Pa Box 1(u,)=0, (92-28) 
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Tiu 
yl Bao, Rex = 96 

PEN (EB e Be) I,  (9-2-29) 

24 Et A x 时 得 到 
Byx (uy) 一 0. (9-2-30) 

引入 

(By) w= nimi, (9-2-31) 
Q7 (un) ) ao = qa pi, (9-2-32) 

则 由 (9-2-30) 式 知 
. me gt? =0 (9-2-33) 


(xf c 求 和 ,对 不 求 和 ). 
而 (9-2-27) 与 (9-2-28) 两 式 导致 


(Pm DF qp? + ——— mes 1 x Ra mg” (Ag) acGs pP =0, 


再 由 (9-2-33) 式 ,得 到 


(mii mp Aedes ai 0, (9-2-34) 
» (ky (Bo) ba \ 09 一 = 
(mt qm ete je! 0, (9-2-35) 


又 由 于 a, b, ei, 2, qi? =q”, qg, mE =m, m, 故 有 4 个 
未 知 量 , 但 现在 只 有 两 个 方程 ,条 件 不 充分 ， 
为 了 进一步 找到 关系 ,定义 矩阵 


Mem im Wi, m d, 0220 
由 -0 

3 Aus 时 ,由 于 

Be, pn: MR ON En, us C 0) m Obs bm ers, 
可 导出 Ms 满足 的 方程 


M,Bo 


uia Mat TE —0, (9-2-37) 
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将 (9-3-37) 与 (0-2-34) . (9-2-35) 比较 , M, 与 m? REE, FË 
可 有 
ma? = m) CM) (对 。 求 和 , 对 4 不 求 和 ), (9-2-38) 
其 中 mi? 为 常数 ， 当 存在 (9-2-38) 式 后 ， 对 任意 Gd, (0-2-37) 
式 均 与 (9-2-34) 、(9-2-85) 一 致 , 又 不 影响 求 Ry, 所 以 只 要 再 有 条 
件 决定 ri2 就 可 以 了 ， 
由 (9-2-11) KR, HARA (9-2-16) 3, 43 | 
g- ook (Et Bgt) (9-2-89) 
一 网 P/N 
为 使 和 =v 时 无 奇异 ， T^ 
Rigox (vy) 一 0， Roo (vy) 一 0, (8-2-40) 
例如 , 考虑 其 中 一 个 ， 
» ot &, R, 
Rgot oy 3 ( Vy — Bk + Ve — [hy - puce 
再 考虑 到 (9-2-31) 式 ,得 
n(m (? (go) pg 十 3Y ME (go) m; np 十 ma? (ge) y man p zy -0, 


Vy - Hi Vy pu 


(9-2-41) 
它 当 m, m, go, vi, m 为 已 知 时 , TAP Ren Sn RE, 定义 


Qu — me? (go) am? - Limp,  LP-mP(gow, 


(9-2-42) 
则 (9-2-40) 给 出 两 个 方程 
< t Q. mi» = —_ v [9 
+(— Lu ni + ate =) - —L®, (9-2-43) 
T E )=-Le, (9-2-44) 
=1\ yp ~ TH 


其 中 Qa= mi (Go) ami, Qu= ms” (Gam, 上 面 两 式 是 确定 
m0 与 mn 加 的 方程 组 这样 4 个 变量 有 4 个 式 子 ((9-2-49)， 
(8-2-44), (9-2-34), (9-2-35)), Bü af e j£ HOR, 
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J$ (9-2-25), (8-2-26) ,围绕 点 对 入 作 回 路 积分 ,可 得 
= E Hy 
Aces 2 | (oy 
rar) 人) + z(a) Aor (0), (9-2-45) 
zx f S Ry 
B 2 Bj [ (at ux)? 
+ peces +4(—0) Boy (~a), (9-2-48) 
这 样 ， 我 们 便 有 了 恰当 方程 决定 (9-2-16) 5 (9-2-17) 两 式 中 的 极 
点 和 留 数 ， 
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单 孤立 子 情况 ,只 有 一 个 极点 , 这 时 pe mii, R=R, 
X= 了 十 E, (9-3-1) 
— u 
jem w—B—[(w—B)?—oF]?, vw B4 [(w—B)?— a], 
由 上 节 一 般 理论 , 有 


2 e L YN 
~L,= 4 gc — gà t, 9-3-2 
u- R ns (17 — a ^3 240 ( ) 
引入 
1 Tho (Go) eamp 。 
了 Po 一 大 Lom — ee. 9-3-3 
ii Q n Tha ( go) aM ( ) 
满足 
p=P, TrP=1, det P=0, (9-3-4) 
3. .9 
pm = qua Ttt = u o Po, (9-: 8-5) 
2 
— o? i 
=J- ta f+ "P . (9-3-6 
x m = uy x Tia ( ) 


容易 验证 Xxx 1. RNA 
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3. 0 
g-(1- ft ux P), (9-3-) 
c Qu? 
= 一 =; P 9-3-8 
for Va CE fo ( ) 
2. 25 
$a (1— T P)go, ` (9-3-9) 


Hi (9-1-28) 与 (9-1-29), 易 证 
aè — p? = 2u (w—2a) (w 20)]7, w 为 积分 常数 . 
(9-3-10) 
现在 具体 讨论 BZG 原始 文章 的 单 弧 立 子 解 ( 见 章 来 [2])， 他 
们 选择 种 子 解 为 


rst 0 s, lug, 
go= ， (9-3-11) 
0 at So 一 一 -q, 
我 们 将 通过 这 个 例子 说 明 具 体 的 求解 步骤 ， 由 (9--3-11) 式 定 出 
4 (9-3-19) 
0 Sq 
s 0 (9-3-13 
Be2e4( * \ -3 ) 
0 Sa 
1 


由 O(inf).;= [In (1no),;],.4- -4a a (iS 以 及 Unf),, 
的 形式 , 可 以 解 出 


Fo= Cott, aa ，oo 为 任意 常数 ， (9-3-14) 
将 (9-8-12)、(9-8-18) 两 式 代入 (9-2-2) 式 中 ,得 


_ s, OVV 9, 
ne sies tp n) 
A—a 0 se/\ Wee es 


. j 0 0 5 
Day 22:2 ( )(% 5). 
ATG@\ O s/VU) Và 


4 0a, - 


(9-3-15) 
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当 %-0, 有 
n = pate 9 = 
is [io a, M | 2000, (9-3-16) 
Visio 9, Pro | 1,077 ， 
另 一 方面 ,考虑 到 
- o? . 
D(S- +2 B^) =0 (6-1, 2), (9-3-17) 
容易 证 明 


D. (oa 上 38 十) =(=) (a? -28A M) , (9-3-18) 
以 及 Ds 类似 的 式 子 .将 (9-8-18) 与 (9-3-15) 比 较 , 可 选 定 


"m ( (a? +2 BA A 0 ) (9-3-19) 
0 (o?4-2 B) - 9)" 
从 而 易 得 
Ce 二 2 二 Xe 0 
上 = ( 0 (oa 十 2 BAA?) «s 
(9-3-20) 


EB Qw—-— 289p, 上 式 变 为 


We [o (Ome 0 ) 


0 Ma 0 — Quy) 
(9-3-21) 
从 而 M. M (2401) 
17 oc Aly = moa (2 wu) ^, 
ma= Toe M ca = oa (2 wy) ^, (9-3-22) 
BIA 
Q= (mo)? (2wp) a (mo)? (200) a, (9-3-23) 
Pa molgo)esm, (9-3-24) 
其 矩阵 形式 为 


- mom e) (9-3-25) 


g 


mam, maa ma 


SE ARMAS asi 


从 而 
(85) (5 Pa)(go)w, (9-3-26) 
对 任意 w 即 有 
(Gn) 11 =a" {4 i " o? (moy)? (2w) E 
(n) ac f — LEE oth Om) Qui) ^], (9-3-27) 
(gsn)12 = a m E + MorMoa(2wu)~*, 
fac (o CP ud 1 2065 ed Tann, Mos, Co, e 为 任意 常数 ， 
"ak 
a(1)-i- Ma b) = =- (9-3-28) 


2 ? 
WA a=t, 8-8, int 


wt $ 
u= =s QS, p= gt (at), felt, 


引入 VE E 132 
e'- (=4) -EMG -1)?] ,  (9-8-29) 
可 推 得 | 


Q= (mo)? (2w) emt (mo) (2w) -eY (9-3-30) 
EXu-I^ps-l-5H8 


Q= [(2 momoa) (2w)""]e ?eh(gy-Fes), (9-3-31) 
方 括号 内 为 新 常数 . 
此 时 由 (9-3-8) 式 ,并 代入 以 上 结果 ,得 
Fon Hex Poet, 
《22 一 152 


e 07) —]-72e dep -0t =s Zot, 


(9-3-32) 
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(go) 二 一 o (4) | Q— (1 e (2w) mi) 
== Qe *29moj foa (2w) IQ- (4 PIE Jch (qy+ ca) 
一 也 
一 6 *sh Zerio, 


Z tA ach (sy -t- ez) 
(97 —  h(gy ey) 
a? ^ch(ssy — es) 


(9m)sa 一 一 haria) ^ 
ay PE 
pi higy TF ey (由 于 pe 34), 
即 最 后 结果 为 
— ds? — e, Pehgy3e) 4 d-di) + SMOD a) yan (dz)? 
(2? — #7)? eh(gy- oa) 
(ay — es) 26h 
. Ch(say — Ca) 251 (3, 2 2 dz 
chigyico) ^ ew igy ray de. 
(9-3-33) 


在 背景 (9-3-11)、(9-3-28) 时 , 单 孤立 子 解 (9-3-33) 中 只 包含 
& 与 os 为 任意 常数 、 它 有 一 个 严重 的 问题 , 就 是 |z| > 与 |z| ct, 
即 越过 光 锥 面 时 有 夏 变 , 它们 对 应 “引力 激 淡 ”， 
关于 两 个 抓 立 子 解 , 按 一 般 理 论 频 有 
R 4 BO 
À— p An pb 
按 以 前 讨论 , 应 有 Ram nem, 其 中 


np rale (Jo) va — ut. mw ) 


xli j (9-3-34) 


2 


d= | mama(go) ar Jal? — 2 | MaMa (Go) a p= 5 ， (9-3-35) 


| 一人 jv-p|? 
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元 I f mma (Jo) ca_ ant» (Yo) va — iMeina Go ea i (go) 中 
"ad l p ' 2 一 亿 


引入 p= lul, WA 
Glas (Go) an ~ E ( atte 275 (go), (9-3-38) 


Co n 
再 引入 WW jus, u= pe", 有 
p (at, p ÈW {[ Cw BY: —wi—o?] 


—269(wy—B)}?, (9-3-37) 
t= (ay — B) Hiwa — (LG, — 8)’ — uà — a2] 
iua (os —8))*, 
可 将 事先 求 得 的 V = M |y 5j ms 满足 的 方程 比较 ， 从 而 定 出 
ma, Ma, 再 利用 (9-3-35) 计算 na, na, 然后 代入 (9-3-836) HEH (gon) av 
我 们 以 后 还 会 回 到 有 关 问 题 , CMAP. 

上 面 举 的 例子 是 以 不 断 膨胀 的 宇宙 模型 为 种 子 解 ， 由 变换 
(9--2-6) 生 成 新 解 ， 由 于 种 子 解 本 身 的 特点 ,i 一 0 为 宇宙 奇 点 , 随 
时 间 的 演化 以 及 Backlund 变换 (BT) 所 生成 新 解 ， 具 有 许多 物理 
上 难以 接受 的 性 质 ， 例 如 , 在 单 孤 立 子 解 时 , 沿 光 锥 存在 一 阶 微 商 
的 不 连续 性 , 而 双 孤 立 子 时 , 可 以 有 全 空间 的 解 , 但 了 分 量 的 极 什 
在 于 %=0 处 不 形成 波动 ， 因此 总 的 说 ，BZG 提供 了 很 好 的 理论 框 
架 , 但 以 宇宙 模型 为 种 子 , 其 生成 解 的 行为 并 不 令 人 满意 .如 果 我 
们 能 找到 一 种 新 的 种 子 解 , 它 能 生成 行为 良好 的 孤立 子 , 那么 将 使 
BZG 系统 作 到 真正 的 完善 ， 以 下 我 们 讨论 一 种 新 的 引力 行 波 作 
为 种 子 解 ， 然 后 用 BZG 技术 生成 新 的 类 型 的 引力 波 孤 立 子 ( 见 章 
末 [6]). 


$4 一 种 新 型 引力 波 孤 立 子 
作为 种 子 解 我 们 仍 选 择 对 角形 式 
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—ds* = fo( — dt? + dz?) +adz? -+ bdi’, (9-4-1) 
其 中 fo, o, b MM AIH Ain = ab m 2 t BS ER, 
a a(n) — V ab . (9-4-2) 
显然 ,这 种 种 子 解 对 应 行 波 类 型 的 解 、 由 (9-4-2) 知 此 时 
B= ~a=—J/ab, (9-4-3) 
相应 极点 轨道 为 
[oy = Wy t a — [uit Sanyo] * = uuo), (9-4-4) 
we © gear _ E (SG Sb 0 " 
Æ Az, Ao=0, 5-2| 
"as \ 0 y] Em 


BZG 技术 , 由 (9-2-37) 式 , 得 
MP MY = oe, c? 为 常数 , EC) ARE, (9-4-5) 


及 
InM® = - [PONT n= -ET Ca ) Sb dus 
a+ px Le ` 
(9-4-6) 
得 到 上 式 时 用 到 了 (9-2-22) 式 ， 引 入 符号 
F,= _ (M à) Sb dy, A 
jee PL (9-4-7) 


则 下 中 的 各 个 分 量 可 以 表 为 


M=, MẸ =e, 


MY = oj? eg Pn MY = _ of eg Po (9-4-8) 
Bx Crafty, ^ 
由 (9-2-88) 式 得 | 
~ —Fat 
mP = mers, mi = igo, E, (9-4-9) 


Rob AB o m+ Bora, 8 o mii + A , Oy 01? 均 为 
常数 ， 再 代入 (9-2-42) 式 ,得 
Lainie", 区 
k 


3 
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L 
ELE! 1 
Qu 一 2 of iat | ch( Part ys), 


(9-4-11) 
其 中 


FyuaqmFnE, ef= us /z2 Me, (9-4-12) 


mE ?e. 
经 过 兄长 的 计算 , 可 得 单 扳 立 子 与 双 孤 立 子 解 。 
4.1 引力 波 单 孤立 子 解 
Q—2Cmiomiosco) = ch(2F--G), (9-4-13) 
= eu^Q 
So (a — m3 ~ «a fe, 
ach(2F'+ a-2) 
(gu) C hOr ^" 
ash Z 
(gm ~ FFG” 


(9-4-14) 


、 n2) 
(3 —À——PTA—. 
v/a2/ pa oh GF G) 
ET t 3 E H 
zt E 1 e a’ 
8| 375 BRL e = ceomorMoa, 则 线 元 为 

is - PENA a @P-+G) fol A+ de 


oh(2F+G—2) oh(2F++2) 


ya 
ta narra 7" 5—swarrg 7 
sh T 
P dady, (9-4-15) 


“GGF ra) 
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4.2 引力 波 双 孤立 子 解 
[aes G2) sh? CRETIN 


D = tDo fu 
Ari pte | sh? Ts oh? V is ' 


(gi) m= a-- D; sh (22) (229) | s ar, 


+Gs)oh(2 Fatai- ZL) -oh (2 Fit Go(2F, 


+ Gs = Jl (9-4-16) 
b Yit v. ) (2 
£2 = — S8 NAME ER ———— * 4 
(9I) m b+ 7 sh( +72 )sh( 21 Jie er. 
十 Go) ch(2 Fitar) ~ch(2 Hit G) ch(2F, 
Ya 
十 Ga 十 2 jl 
Oy au S of Yit ys ( Yı "Ya ) (22) < 
CE sh( : )sh Xu». [sh %2 Veh (2F 4 
—gh( 22 yeh (2 
48) ~sh(% JehQ F6.) |, 
其 中 ,Do=- mpm m Pm Dees HARB, v 亦 为 常数 ， 
woh Vit Ys Maa "REP 
D. sh (24% sh GES > Gia) 
af "Ya 1 ` 
十 Sha 人 22 本 2 ene (r deer * G4, a) . 
Da 
Yat Ya X. Yı— Ya 
sh 人 4 js i ) 


P 


引入 符号 Di= ， 则 线 元 可 写 为 


1 
a TDofo eh? (Fuss 十 z Guss) 
ESTIS h? V+ Ya 
S d : 
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1 
sh? F -9 ^T Gy») 
Aree) 2 


= dit d?) + {atop h(2F 
qe (—di?+- dz?) + 4a 5; [eh P 
1 


+@,)ch(2 P, 0, — 41) _ -eh(2 F,+@,)oh(2 Fat; 
-28)] (ans+ boe Fy+Gs)ob(2 Fir.) 
~ch(2 Fy-+@,)oh(2 Fat G+)! (dy)? 


E e 2 Joh (2 F6) 一 a(g Foe Fat Ga) laray i 
(9-4-17) 
容易 验证 ， 当 f=f 0 ; g=glu), 其 中 u-—n 或 t, 此 时 必 满 足 
(9-1-23) 与 (9-1-24) 两 组 方程 的 要 求 ,而 (9-1-23) * 变 为 


(Inf) = (in nia Ee). (9-4-18) 


Rye 


现在 考虑 BZG 系统 的 一 种 简单 情况 
-ds =f (—d#+dz*)+a(e"da*+e"dy*), (9-4-19) 


则 
/noutV, 0 | 
Boal 0 —— (9-4--20) 
(9-4-18) RAE 
T _ 1 a 2 E 
(In fa F Gy V. (9-4-21) 
BEV KET a 的 波动 解 , BV V um, 代入 上 式 得 
(In f) 37 i ox V a, (9-4-22) 


PX BR V (a) 为 
V (a) =elnatesa”, 1, ca, n EE HIC, (9-4-23) 


则 得 到 


458 Ji v Y BB SE B 


AX EE nate ~ a 
Fatale e.a, Co 为 积分 常数 ， (9-4-24) 
ao ene" 0 
e-( 0 aa ^a 


doo. 1 " " 
f -5o,, [arr D gite imm (9-4-25) 


它们 为 (9-4-19) 的 一 组 解 . Ei de BE BL (974-19) rp Rr ac y, 
V —28(), f -exp(20(3)1, 20, ,—n(8,:?, 则 为 Bondi 平面 波 
解 ( 见 章 末 [3])， 现 在 ， 仅 当 取 o5, HE Bondi 平面 波 解 中 取 
28= (ci--1)1ng-F esr". LRR 5j Bondi 平面 波 解 相 重 ， 
4.3 单 孤立 子 解 的 具体 形式 
现在 以 (9-4-25) 式 的 解 为 种 子 解 (推广 的 Bondi 平面 波 解 )， 
代入 (9-4-15) 求 单 孤立 子 解 的 具体 形式 , 此 时 
. ~ re Te, A Baa c.v» (9-4-26) 
KA (9-4-7) XC, RAR 
F= - O3 da -atl In u —ca"-+omI (a), 


" (9-4-27) 
G=I1n wtelnoa-t et In c, (9-4-28) 
其 中 定义 ~ 
fm Tet, Ea) = (Fae (9-429) 
Comoa a+ S 
ax 2F+G= -el —eg30"--2e3nI (a) +Ine’, (9-4-30) 


于 是 可 求 得 (9-4-235) 背 景 下 行 波 型 单 孤立 子 解 (省 略 ph 记号 )， 
f Hu lanla d eom -e z 


(209 4- 2wa)? 


— C30" 3- 2 Can (a) +lne | 


FAM SHRM 
M 
_ 2 (w?+2wa)? 
gi» 
ohf — Cy 之 — Cga"-- 2 cant (a) H- 1n e] 
2 
(i+ os — ego! + 2 egn1 (a) + In el 


fuc alten" chf 
ch} —6 i — ego? -- 2 cant (a) + 1n e] 


[ (e,—1) + — es" -- 2 ean T (a) +1n e| 


y 


oh| e, d o2 esl (o) -- 1n e | 


Gan = at eTe 


当 00 时 , 渐 近 行为 可 以 计算 出 为 
[1+-th(— -e Z+ Inc’)] (n0, c0, 


iio ware”. ` 
[1 + th( — (Cs i 十 in &) (n«-0 BE nz»0, e, 


rae] 
[1 — 5b ( — eso 4- 1ne^) ], 


T! " M tne, (同上 ) 


Ei AB DHT ALY a0, 


1) »20,0,—0, gy~wfit+t / -—— c 
(1) » €1 gii7w[1--th(ne)], gis ok(üne) ^ 


Gaa~ w[1 — th (Ine^) |. 


(2) n20, GAO RALI, gu, gis, gos, 


(9-4- 


31) 


-9, 


[i-a(-« 2 +Ino’)|, Cm 


(9-4-32) 


(9-4-33) 
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Tela cita” 


(3) foue" |a, , eset 
Uo oe +In e) (n290 6,%0,) 
eh( — cao -- In o^) (n0 BK 220, c0). 
而 经 过 计算 ,其 aoo 时 的 渐 近 行为 如 下 : 


gu~o ^99", ga~o 6799", ga~0, (9-4-34) 
34 a> 时， 
oo, C> —1, f 0 ci>1 
1) n«0, er*1, an! ~ , 
(1) t Ju l 0, eu —1, 923 loe 0e4« 1, 
co l c=1, 
(2) n<0, g~f sa~] , 
i co C= —1, 
oo [0 ca>0 (9-4-35) 
3) n>0, gu - 37 
(3) n gi1 l 0 J22 le (4:0, 


n 


f~2e'ch(ine’) la,, aet 

由 上 可 知 , 若 “的 存在 域 包 含 0 与 co, 则 孤立 子 解 (9-4-31) 中 

9 将 会 出 现 奇 点 . FADS 与 Ia) 可 知 ， 在 区 间 刀 -~ (e, M] 

(e>0, M reo) E, 2 了 -+G R 2 F--G-- Lig yA RM, 故 在 

KD, 95 1L REETH, WAREM a I aD, ER 

会 出 现 奇 点 . 但 是 , 若 在 时 空 边界 上 a 趋 于 常数 , 则 在 边界 上 ur 

0, 从 而 在 边界 上 将 给 出 奇 点 , 这 表明 , (9-4-31) 式 的 度 规 不 能 在 各 

个 方向 同时 渐 近 平 直 , 这 个 特点 是 由 沿 * 轴 传 播 的 孤立 波 决定 的 . 

现在 考虑 BZG 孤立 子 解 (9-4-31) 与 背景 (9-4-25) 的 关系 ,为 
此 按 BZG 作法 引入 孤立 子 场 


aa 一 coh 证 —1-sh$th(ar+@), 


cia teta" . 
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y 
sh -y 
= = ch -- Ju 
H= eh FG) ; Haa chs 1+sh pth(2r+G), 


(9-4-38) 
af = e] eere —1. 
于 是 (9-4-31) 解 的 孤立 子 场 为 


Ay, ch i —1-—sh X. hf N Z —esa”t 2e] (a) +Inc'|, 


[5 


Ha -oh Z —1i+sh 2. n — Cy 了 一 oaon 十 2 can] (a) +I1n e, 


2 3 
sh 
T m < 
2-13 —————————Àn 
ohf — Cy + —¢,0"+ 2 equ (œ) +1n «| 


Af = P) | 一 0 E — esa 4-2 e, (a) -- In e^ |. 
(9-4-37) 
经 过 仔细 的 计算 , 可 知 有 渐 近 行为 , 当 a->0 时 ， 


[sire on Jn 21 —1, m0, 4*0, 
o 2 


~ [1+ th (—en0"+Ine')] —1, <0 n0, -0, 


~ 


[i-e -22 十 ln e) —1, m0, c,» 0, 


" [L—th(—e"--In c) ] 2-1,  n«0, mE nz0,0,— 0, 


| 
"uU 
| 


w 1 1 


* onl —e, 2--- In e E 
His~ ( * 2 ) (同上 ) 
w 1 


'& ch- cat In o") 一 
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ff 
S aeb( 2% Ine’) —1, 
Ww “a 


of~ " 本 上 
d SV ach (csai" Ino’) -1, (mE) 


(9-4-38) 
它们 的 极限 依赖 于 n, Cy, Cg BS XL, 经 过 仔细 分 析 知 ， 
a0 时 ， 

1 1 
-1 e 9” oo ec Oo? 
t 1 1 1 
(S20, Hu -1 a=- $9! Hay gro ar 2 
Care 1 — 1 
co 627 Hs 1 62 s 
0 LA >I, 
4 =~] 
Ha> C C1 »" 
oo e| «1, 
i C= 
0 1 
i 一 1 <0, 
n« 0, Hal Has a Hi -—1, 
27 一 二 oo 0370; 
(9-4-39) 
[ eo e: | PO 
o'd’ (240) 9-2 —1 u- 
n<0, Af-oo, n>0, Af 1 
~i le] «y 
LA “(G+1) | E 1 
7 (2w) 1 &= PE 


当 aoo, 


Hu~eh i —1- sh th(Ino^) 50, 
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Hc ch i —i-rsh E th (In 0’) 20, 


(9-4-40) 
Y 


sh 5 i 
Ha~ ung Af t (5) ch(Ine) —1, 
于 是 成 立 
lim H7 lim Ha,— lim Hya=0, 


' ， (9-4-41) 
== eh(In e) —1, 
M 2w 


lim 4 f = 


从 以 上 结果 可 以 看 到 ,(9-4 31) 中 当 aoo Bj, g 趋 于 种 子 解 ， 
由 (9-4-41), 可 适当 选取 of, 使 lm Af -0 成 立 , 这 时 单 孤立 子 解 


《9-4-81) 在 无 穷 处 与 背景 连接 。 车 a 的 定义 域 不 包括 零点 , 则 孤 
立 子 场 (9-4-37) 是 局 域 , 且 有 好 行为 的 。 当然, 这 时 孤立 子 解 与 背 
景 有 相同 的 奇异 行为 。 而 在 a->0 处 , 孤立 子 解 与 种 子 解 的 渐 近 行 
为 有 很 大 差异 , 两 者 在 a~0 处 并 无 连接 . 一 般 说 ,背景 场 与 孤立 子 
GREE o~0 ARN, 但 奇异 性 质 有 所 不 同 。 因此, 孤立 
FRE CY ABN aT RAL, 在 “= oo 处 奇异 性 相同 , 在 «=0 处 
商 异 性 有 所 改变 . 

6.4 RAUF MAREK 

以 下 我 们 讨论 到 孤立 子 解 . 

Ei (9- 4-25) 式 为 背景 ,可 以 计算 出 


F,- — (cci) eat nesTs(a)， bl, 2, 
(9-4-42; 
G, — in (+) 十 CDa 十 Coon， 
Ux 


其 中 定义 了 
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me a 
C =, I(a) = — da, 
Td Cy, " a4 -9— 
Hk 


于 是 有 
2 F,--G,-— — 04 Tk. — ego + 9nesT , (a) Inc, 


Fut i Gi yas 一 SH ziza) — caa” + ean [Ty Ca) + Tela) ] 


Tilda ee, 

Footy 1-97* (Mo) ent (0) — 1501 
TI 
t3 In d 


(9-4-43) 
FE, 可 引入 双 孤 立 子 解 的 孤立 子 场 


Aft De ch? (Frat 7 Faua) st (Pio LM 


duma hê rte) H gy (2i. 7 
8 ( 1 sh 了 ) 


HR = 7 [eh Pet Gadeh(2 Erra) 


—eh(2 Fy-+Gy) ch(2 Fa+G@y~%)], 
HE -去 [se Fato) oh(2 For 24) 
—ch(2Fy+ Gi )eh(2 Fat G+ |; 


HY = 元 [由 Z2 oh(2 81+) ~sh T oh(2F2+Gs) |, 


(9-4-44) 
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重复 以 前 作法 , 得 到 (9-4-43) 的 渐 近 行为 ， 
当 w->0 Bj, 


-e JE Ine} n>0 c0, 

2 1 十 Ga 
n<<0 Be n220, 

90", n0, 


linc, nz0, ¢,=0, 


— ca- In 6; 
64 一 0 


1 
Psat -Gira~ 


{ -Q (28325) mete n=O, e, 34 0, 
2 


一 cao" 十 jnacics n<OR nO, 
— ex", n<O0, 
C1 一 O~ f 1 M 
L In eje5, nz-0, e,— 0. 
Finat t Ga_aw 一 如 1 了 
2 a0, 
1 ' -全 lnc( 4 一 ) --—1, 

1 Ws 

十 村 e wa oa 

< C31 eqno" /1 1 


2(n4-1) 4. — w^ 
(9-4- 45) 


当 aoo 时 ， 


Vr t -一 
. — e, —*. 4-]n ej. ns 
arad IE oes, 
— C30" + 2 cond; (a) -- ne, m0 


) 
e 4 ' 
-a (ntm. )+D ees | 
n<0 
Frati Ga~ 5 ' ~in cier, 


J 
| — ego 4- nes [T4 (o) + Lala) ] | 
| +5 Inci n>0 | 
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(e (ae) 
(GUYS 


1 , 
Fiatu Gi-a~ 4 +f In n<0 
2 


a 


| neal Ti (0) — I4(o)] 
| 1 
| +n oe n0 
t 2 C2 


(9-4-46) 
它们 当 ooo Bj, 上 只 有 一 种 极限 ,但 逼近 方式 不 同 ， 利 用 它们 可 以 
讨论 双 孤 立 子 解 及 孤立 子 场 的 渐 近 行为 ， 但 要 比 单 孤立 子 时 复杂 
得 多 ,我 们 不 再 歼 述 . 


85 BZ 引力 的 哈密 顿 结构 


以 上 论 讨 了 引力 波 孤 立 子 解 的 问题 , 很 自然 地 会 问 : 这 些 引力 
波 孤 立 子 体系 是 如 何 辐射 能 量 的 呢 ? 让 我 们 首先 回忆 一 下 弱 引 力 
波 的 辐射 问题 ( 见 章 末 [ 筷 )。 那 里 处 理 问 题 的 基本 精神 是 用 弱 场 
近似 gus = gi bus 代入 Ro 一 0, 从 而 证 明太 满足 达 朗 贝尔 方程 ， 
然后 将 解 成 代 入 引力 场 能 量 -动量 张 量 刀 ,。 中， 计算 出 相应 的 分 
E, 从 而 决定 引力 场 辐射 的 能 量 。 这 种 计算 之 所 以 长 期 以 来 受到 
批评 ,是 由 于 引力 场 能 -动量 张 量 在 黎 曼 空间 为 厦 张 量 ， 从 而 可 能 
使 能 量 值 会 受到 坐标 系 选择 的 影响 ; 同时 , 如 何 计算 非 弱 场 近似 时 
的 引力 辐射 也 须 曾 明 ， 现 在 我 们 计算 引力 波 孤 立 子 的 引力 能 辐射 
时 ， 也 会 碰 到 同样 的 问题 ， 当然 ， 引 力 波 孤 立 子 解 的 度 规 是 已 经 
严格 计算 出 的 . 

由 于 引力 场 能 量 正 定性 的 解决 (参见 章 末 [5] 及 其 中 所 引文 
献 )， 为 我 们 讨论 引力 波 孤 立 子 的 能 量 辐射 商定 了 基本 的 理论 杠 
架 . 它 的 基本 精神 是 不 必 引 入 通常 所 说 的 引力 场 能 量 -动量 膜 张 
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量 ,而 是 把 引力 场 考 虑 成 一 个 广义 哈密 顿 系统 ,其 本 质 是 考虑 以 下 
拉 氏 函数 系统 

l= Spd- Sirp. (p, g) -h(p g) (m<n), (9-5-1) 
其 中 i=l, ++, n, 各 与 gH n 对 力学 变量 , a=], Ut, 78, Pa 为 m 个 
约束 ,为 p,9 的 函数 , 它 处 于 哈密 顿 量 相 关 的 地 位 , 与 通常 物理 理 
论 一 致 , 仅 包含 广义 坐标 对 独立 变量 的 一 阶 微 商 的 线性 组 合 .与 
g' 为 正则 变量 ,和 为 拉 氏 不 定 乘 子 ， 定 义 泊 松 括号 


-5(2f 0g of 0g. -B- 
F b= SSE Se AE E (9-5-2) 


由 变 分 法 知 运动 方程 为 
p= -E e, T e Eu ee, pa=0, 
(9-5-3) 
如 果 约 束 满足 以 下 条 件 
les, Poy = 21e (P, d) Pa; 
. (9-5-4) 


{ga, h= m, 9)9, 


MARASKA, (9_5_1) 确定 的 系统 称 为 广义 哈密 顿 系 
统 .(9-5-4) 表 示 约束 本身 以 及 约束 同 哈密 顿 量 的 泊 松 括号 在 约 
RE pu 0 二 变 为 零 ， 它 们 保证 了 任意 选择 Xe 从 时 ,该 约束 面 在 
运动 时 保持 不 变 . 
一 般 说 . 可 以 先 解 出 约束 , 然后 代 回 7 中 , 就 消除 了 约束 , 但 
是 ,次 许多 请 况 下 约束 并 不 能 明显 解 出 来 ， 设 想 ,已 将 m 个 约束 消 
De, 则 独立 的 变量 仅 有 %% 一 m 个 ,而 1 在 代入 约束 的 解 后 即 表示 为 
P= Si pigh (p, a) (b=1, 2, «+, n—m), (9-5-5) 
而 加 与 当 限制 在 p=0 上 时 相等 ， 
| h*=B| p20, (9-5-6) 
由 于 往往 实际 解 出 约束 比较 困难 ， 记 以 常常 讨论 广义 哈密 顿 
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系统 ， 然 后 将 1(2, 9) 限制 在 约束 上 w=0 即 得 到 需要 的 
h*(p*, q*). 
在 连续 系统 (9-5-2) 式 中 ， Eo fia), 其 中 (dz) 表 示 相 应 维 
数 的 “ 体 元 ”积分 ， 为 了 将 来 容易 理解 引力 场 情况 , 我 们 先 讨论 电 
磁场 这 个 简单 的 例子 . 


RBA AL, MBR F,,—0,4,—0,A,, TELA EK HR 
数 为 


S-l FQFUeq, (Qs 包含 物质 及 物质 与 电磁 场 作用 ). 


(9-5-7) 

由 Bim Sank", E= Fo, MAI 
R= - (B+ Bs) TOES, - A») +24, (9-5-8) 
Qy = App "da helga: T°, Ax), (9-5-9) 


其 中 o 为 电荷 密度 , p — p(g^, o, 相互 作用 中 与 矢量 势 4 作用 部 
分 已 包括 在 (9-5-9) 中. J, ke 表示 1, 2, 3, 相 重 代表 求 利 ， a" 
与 gs 为 荷 电 粒 子 的 力学 变量 ， 

于 是 


十 40 (Ert p) 一 t (B?+- E2) 


at fe —he(qu. 0, Ay) (9-5-10) 

或 
B= EpÅr + "dat 4o(B 4- p) -- h, (9-5-11) 
p= Az Ey p HAR hi T. (BHED +h (qu, ^, Ay) HEE, 


这 样 , (9-511) FARR, PRRSHT 38 3 7] EIE ERU UU TE 
BES 
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{Bi(w), Ay) = 88° (a — y), (9-5-12) 


(a^ (2), ge (9) } = 80 (a —-y), (9-5-13) 
h= | CE BD Hh L (9-5-14) 


H = [ih ~ Ao (Erto) (2) = (de) | (B+ Bi) + en, 


. (9-5-15) 
T= (dz) { By Ay+0%qa} — IT, (9-5-16) 
Bi B RUE 
B= À;— Ao, (9-5-17) 
mde =H, AP) [Gg GG G0 - BIW) 


HAP — Aop(y), AJ. 
由 (9-5-12) 中 9 的 定义 知 A= Ert dor "C 5 E LH CR 
(9-5-17)), 在 证 明 中 用 到 了 {p(w),g(}=0, {Bi@), Aj(@)} =0 
等 性 质 、 容 易 证 明 


四 六 ^ 
É,- VAA,— Ann— PE (9-5-18) 
而 约束 
9-0 E, r= —p, (9-5-19) 


(9-5-17), (9-5-18).5j (9-5-19) 连同 B — YX 也 给 出 了 电动 力学 
的 全 部 Maxwell 方程 组 .在 电动 力学 中 , 约束 (9-5-19) 是 可 以 明 
显 解 出 的 , 表示 库仑 瞬时 作用 ， 
. 章 末 文献 [8] 已 给 出 了 引力 场 的 广义 哈密 顿 形式 , YR 
函数 (好 = g^" Ra PHS MEM 
Qa Sy ge D iT a TET) (8-5-20) 
后 , 章 末 文 献 [四 证 明 引 力 系 统 的 拉 氏 函数 可 写 为 
L= | (dz) (magaga — Ny — Aoh), (9-5-21) 
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其 中 


g* == hhk _ RORE, h? = /-g9", (9-5-29) 
ma soe Th m »70, 1, 2, $i, j=l, 2, 8, 
(9-5-23) 
TERT 

Co= g*¢ mn (9Tip IT nn 一 Tim Tun) -YR — Too ; ( 9-5-24) 
Cy = 2V; (q ma) 一 av, (a0 a6) 一 Tox. (9-5-25) 

哈密 顿 量 
h= 一 Co 一 8,0.q"" > (9-5-26) 


M- A T1, eae 


To, To 为 引力 物质 的 能 -动量 张 量 . 
y= 9" det (gus) = det (ga), (9-5-28) 
Hs — g (Vime Tmt Y Vme — Y&Yw), (9-5-29) 
h” 
"as 
章 末 文 献 [ 困 并 用 (9-5-21) 等 结果 证 明了 引力 体系 总 能 量 的 
正定 性 ， 现 在 我 们 将 上 述 哈 密 顿 系统 应 用 于 BZ 引力 波 情况 ， 此 
时 为 纯 引 力 , 故 不 存在 物质 项 , 考 嵌 到 从 依赖 4 个 坐标 到 2 个 坐标 
的 约 化 是 复杂 问题 ,我 们 仅仅 讨论 经 典 的 张 量 . 由 于 所 有 度 规 量 仅 
KRETE 2z) 两 个 变量 ， 因 此 可 考虑 空间 体积 积分 只 对 2 进行 
此 时 , 有 拉 氏 函数 .与 广义 蛤 密 顿 量 分 别 为 
L= Jemag™— 080 — 0, —h),  (9-B-81) 


H-- Jas(oot 2.29"), (9-5-32) 


p% 
E 


(9-5-27) 


Lic = Vet IS. (9-5-30) 


能 量 
E=H|,.,.0= - [uoo (引力 常数 大 = 1), 
|. (0-5-38) 
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现在 利用 (9-1-6) 式 所 规定 的 线 元 与 (9-1-15) 式 所 示 的 克 开 
符号 ,将 (9-5-21) 及 (9-5-32)、(9-5-35) 清 式 简化 ， 此 时 ， 
goo= 一 六 gas 一 以 及 Jæ 
为 相应 度 规 ， 由 (0-5-22) 式 决定 出 
A= a, jp 一 afgm， =a, 其 余 为 0， 


(9-5-34) 
q^ afg”, P= —e?, 其余 为 0. 
Ti 29 2823 8ER zy 为 
W335 = oa 一 -d T} = = Fr 2 
2 zuf 
1 (9-5-35) 
Tay = ef Habt. 

可 计算 出 


1f. : " 
Bam zr | (na) rt [Onf) 41-3 tr (gg 39.2 
+9” (Gav) 123 (as) sag (Gas) " m (In o) (In f) T 


+ (na) (ina) 中 (9-5-36) 


€o — (g 4)? ~q” sr imma + 2 gasgan ta f Rs, 
为 求 出 引力 能 , RITET UR AER BE RE E, ST RE SON 
E- -| GOO j dO,0,07 = je: Vv ye, (9-5-37) 


故 

E- 2oo | . (9-5-38) 
也 即 按 引 力 的 哈密 顿 形式 , 引力 能 的 值 与 gu 的 行列 式微 商 的 边界 
MAX. 


如 章 末 文献 [加 所 指出 BY, (9-5-37) 的 结果 正 是 爱 因 斯 坦 原 始 
引力 能 - 动 张 量 的 结果 . 虽然 从 哈密 顿 形式 出 发 计算 能 量 是 独立 于 
任何 形式 的 引力 声 能 -动量 尾 张 最， 但 所 得 的 结果 却 与 上 述 能 - 动 
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量 张 量 相 符合 、 为 了 直接 证 明 这 一 论断 , 我 们 从 Landau 形式 的 
5| 力 场 能 -动量 帮 张 量 的 形式 出 发 ， 订 算 引 力 能 ， 取 引力 常数 
k=1, 光速 c=1， 
Up (2L Le. ~ L ToL ko — L oL e) (gg gg) 
+ gg TT tot Lal Ro Lood - DS) 
Tg7g (LT yel iot TET PLU DS 
tg" URP DS). (9-5-89) 
将 (9-1-15) 式 代入 上 式 ,得 
t= g, att = + 11h + I IVO, 
Th= g (2D iol bot QL tol Spt AL DS, — Te Thy — F5, Leo 
~L ial Go — Lind 09) — Oil g” [2 (P091 t,t Lol So) 
— LoL 0o — Load bo — TT bo (Tot E54 12,)2 
— 20330 bp — 22351 Set D$, ba P8 DS TE Te, 
+ QD -- DS] +9? RTRT op 4-273173, 
Lol be — LT Se -ToT a]Y, 
经 过 计算 可 将 LN 
TeS gL Dio 2T 7% — WD oL ~ TT — 20 Te, 
— LoL i} — 89 { —4 (P00)? +4 (D3)? -8 LI, 
TSDSP5-3(78)'-3(078)?- Dbl ~ PT8, 
| (9-5-40) 
T= gD Te Dal AES TY Te,— A A) 
= PDL bo T iL ho Th To LD L 05) g T 
sss E — Dasl 89) a Lil +0, 


~ Ds - DD) (9-5-41) 
= 9? [27 S30 ps 一 27 ol fot 2L D$ — 4D bal oo — I, P 
+r], 


DE = Gur? PL gT eyt DEL — D2D5,— D hE) 
= (G) [255 (D ogno tL bagus) + 2L auol 3 
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T 2S oo — 21 CoG nol 00-29-30 TA 33 2949 ooT bo 
2g Lint Gy Og ol hH al bl 
+ Ds (guol ay gus) — Din (guoI re + guste) | 
= (9) 19,82 (2 (Li)? -2(D5,)*--2P' 3D, — 40 oP ba 
— (D$)? Po Uu] + gs30 (40 ool sa — 2233 ba 
+D aL — TT]}, (9-5-42) 
IVE = Ges PP (Lal ay M DU Vol ly LRT be] 
= Gui? Lg Fool 35+ UE La — PT og — Fb Ue) 
+9? Oso D Us To Ds L aT e)l, 
经 过 计算 得 
IV;- BPT)? —2 (03)? Pel bs - (Lin) 
— 9 ST bal o - DS. (9-5-43) 
将 (9-5-40) ~ (9-5-43) 相 加 ,得 
T0-+-I18-+- III+IV = 
38[ 一 27 oL a — 203 Lt Lt Dal a 83 a 
— (L) J HSR 2L ial a — 2L ol + 2D 3D Oy 


—ATSI*]. (9-5-44) 
DL RR BRETAR ER O-1-15) RRA, 得 
= 35 [62 (aa, ¢¢ + eu, wet 2 (o; ,) *) +253 (a0, 44-010.) ] , 
(9-5-45) 
考虑 到 t= ou, H (9-5-45) SEI GE H 
£90 = a (cic) + (9-5-46) 


即 有 

^f —g 6, =2, O(a0,s) = 8,002, (9-5-47) 
它 与 (9-5-37) 式 一 致 ， 这 个 具体 结果 告诉 我 们 ， 从 哈密 顿 形式 出 
发 计算 得 到 的 引力 辐射 能 与 从 Landau 引力 能 -动量 虱 张 量 的 绪 
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果 是 一 致 的 , 这 是 个 很 有 兴趣 的 结论 , ET, CE BRAC 
献 [ 四 中 已 有 这 个 结论 , 我 们 现在 指出 的 是 引力 混 狐 立 子 记 仍 遵从 
这 个 结论 , 正 象 通常 情况 一 样 , 朗 道 的 能 -动量 张 量 与 爱 因 斯 坦 的 
原始 能 -动量 张 量 在 计算 引力 辐射 严格 解 的 辐射 能 时 没有 什么 区 
ajo, 


(D CERES, 本 文 许多 计算 是 他 完成 的 ,感谢 谷 超 豪 、 胡 和 生 、V., A. 
Balinski 等 教授 的 有 益 讨 论 。 : 
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